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NATDRA  AEQ^AflJIOliUM  XtfFPEREIf OTALHJ»  ^BUS*    '  ^ 

MfNAOTtJR  IN  dENERi. 


1. 


Si  z  sit  functlO'  <joat«aiiiit>e  dHttttun»  tttriiibllidtif  rv^- ^ ,  tfeflito 
indolem  aequationia  differontialiai  quftt  j^atio  .  di£%lixQ(iaIium  dxy  dy 
et  a^  «primitur. 

SolutiO. 

Sit  PD  a?  -It-  (^  ^fj  ^  R^  2i  m  d  afeqnalio  ^  f6l!atll)nCTl  ^  differcn* 
lialium.  Da?,  dy  ei.d^  cxprimens^  in  qya  B,-  Q,  et  R-  sint  fimctio*; 
nes  quaecunque.  ^psariuH  x^  y  et  z.  Ac  primb  quidem  nece/^e 
est ,  ut  haec  aequatio  nata  sit  ex  differentiatione  «equationis  cmua-r 
piam  finitae ,  postquam  differentiale  per  quampiam  quantitatem  fue« 
rit  dlvisura.  Dabitttr  ergo  quidftni'  multrpUcator  iputa  M^  pec^'  <}^em 
formula  PD^r-}-  QDj/^-RDs  multiplicata  fiat  integrabilis ;  nisi  enim 
talis  multjplicator  existeret,  aequatio  drfTerentialis  proposita  foret  4ib« 
3urda  ,  nihilque  omnino  dectlai-aret.  Tottim  ergp  negotium  huc  re- 
dit|  ut  char&cter-assigheturi    cujus  ope  hujusmodi  aequationes  diffe* 


•• 


•««'^^^•^^^^(•■'iBfcBWWWBI^^^^^^^WJwWBp^jJfilFTIK 


^mtirmtmmmmmmmmm^m^* 


rentiales  absurdae  nihilque  significantes  a  realibus  dignosci  queant. 
Hunc  in  finem  contemplemur  aequationem  propositam  P3a?-HQ3t/ 
+  Rdz=:0  tanquam  realem.  Sit  M  multiplicator  eam  reddens 
integrabilem  •  ita  ut  haec  formula 

MPda?  +  Mjft3yi-H  ^^d^' 

ait  verum  differentiale  cujuspiam  functionis  trium  Tariabilium  x^  y 
et  z  ;  quae  functio  si  ponatur  zzz  Y  y  haec  aequatio  Y  zn  Const. 
foturac^H:  iategrate  6om()letum  aequitionfis  propqsitAe.'  Sive  igitur 
X|  sive  y^  aive.  z  apcip^tur  constanSji   singula^  has  formulas 

aeorsim   Integrabiles    esse    oportet ;    unde    ex    natura    dilferentialium 

crit 

•  •  • 

(-yi^)  — C-dy-)  — °'  (— X-)  —  C-d^)  —  °  > 

.  Va  .  MPv  /3  .  M0\  n 

(T:r)  ■"  (TjT^  —  ^  ' 
ujAd^  p^r .  eToJutionem  hae  tres .  oriuntur  aequationes 


II.    M^  +  R(|-«)-M(|D~P(^-^=:o 
.,  III.    M(||).-4-P(i|)-M(|,^_Q(|-»)=0 

<[uarum  81  prima  per  P  ,  secunda  per  Q  et  tertia  per  R  multipli- 
cefur,  in  summa  omnia  differentiaiia  ipsius  M  se  tollenty  et  reliqua 
ftequatio  per  M  divisa  erit 

.    -       #  •  •  • 

•   •  • 

quae  continet  characterem,  aequationes  differentiales  reales  ab  ab- 
aurdis  discernentem  ,  et  quoties  inter  quantitates  P,  Q  et  R  haec 
conditio  locum  habet,  toties  aequatio  difTerentialis  proposita 


CAPUT     I. 


est  realis.     Caeterum   hic   meminisse    oportet ,    hujusmodi    formulam 

micinulis  imlusam  (^)  significare  Talorem  g^  »  ^i  in  differeritiatione 

ipsius  Q  sola  quanlitas  z  ut  variabilis  tractetur ;  quod  idem  de 
caeteris  est  tenendum^  ^uae  ergo  semper  ad  functiones  flnitas  re« 
ducuntur. 

Corollariuml. 

2.  Proposita  erga  aequatione  differentiali  inter  tres  variabiles 

P  a  ar  +  Q  5  y  -H  R  d  z  =  0  , 
ante   omnia   dispiciendum  est  ^    utrum   character  inyentus  locum  ha* 
beat  y  nec  ne  ?    priori  casu  aequatio  erit  realis ,   posteriori  vero  ab* 
surda  et  nibil  plane  significans ,    neque  unquam    ad  talem  aequatio* 
nem  ullius  problematis  solutio  perducere  valet. 

CoroUarium     2. 

3.  Character  inventus  etiam  hoc  modo  ejcprimi  potest 

/PaO  —  Q3P\    ,    /Q9R  —  R5Q\    i    /R3p  —  PdR\ r. 

\ di )  "*-  V di )  "+•  V Ty )  —  °  ^ 


dy 

quandoquidem  uncinulae    non  quantitates  finitas  afficiunt,    sed  solam 
dffferentiationem  ad  ccrtam  variabilem  restringunt. 

C  0  ro  1 1  a  r  iu  m      3. 

4.      Simili  modo    si  aequalio    haec    characterem    continens  per 
FQR  dividatur,  ea  hanc  formam  induet 

R         .        _        y 


%  /  \  / 

quae  etiam  ita  exprimi  potest 

dQ         3JP\  /^^         dQ 


+ '  w '  + '  "^- '  =  '■ 
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Scholidn     1. 

6^.  Quemadmodum  omnea  aequationes  -difibrentjlali^s  ijQte};  bJnM. 
▼ariabiles  semper  sunt  reale^,  semperque  per  eas  relatio  certa  inter 
ipsas  variabiles  definitur  ,  ita  hinc  discimus ,  rem  secus  se  baber^ 
in  aequationibus  differentialibus  ,  quae  tres'  variabiles  involvant ,  at^ 
quc  hujusmodi   aequationes 

J6n  certam  relationem  inter  ipsas  quantitates  finitas  x^  y  et  z  de« 
clarare  ,  nisi  quantitates  P,  Q ,  R  ita  fuerint  comparatae ,  ut  cha- 
racter  inventus  locum  habeat.  Ex  quo  intelligitui'  infinitas  hujus* 
modi  aequationes  difTerentiales  inter  ternas  variabiles  proponi  pbsse^ 
quibus  nulla  prorsus  relatio  finita  conveniat,  et  quae  propterea  ni* 
hil  planc  definiant.  Pro  arbitrio  scilicet  hujusmodi  aequationes  for« 
mari  possunt ,  nuUo  scopo  proposito  ad  quem  sint  accommodatae ; 
statim  enim  ac  certum  quoddam  problema  ad  aequationem  difFeren- 
tialem  inter  ternas  variabiles  perducit,  semper  neces^e  est  charac- 
terem  assignatum  ei  convenirc ,  cum  alioquin  nthil  omnii)o  signifi* 
caret.     Talis  aequatio  nibil  signiflcans  est  exempli  gratia 

zdx  -\-^  xd y  -i-  yd  z  zzz  0  , 

neque  pro  z  ulla  quidem  functio  ipsarum  x  et  y  cogitari  potest 
quae  isti  aequationi  satisfaciat ;  quin  etiam  character  noster  pro 
hoc  exemplo  dat  —  x  —  y  —  z ,  quae  quaniitas  cum  non  evanet* 
cat^  absurditatem  illius.  aequationis  declarat. 

5  c  h  o  li  0  n     2. 

6.  Quo  character  inventus  facilios  ad  quo.svis;  oasjts .  oblatos 
accommodari  queat^    ex  aequatlone 

P()^  +  ^l^y  -r  RO.s.  =:  0 

primo  evolvantur  sequent^s  valores 


CAPVT    X  f 

t^  j<iar|cter  .nester  bac  ^«ontinebUiff  ezgceanoilB 

L  P  -f-  M  Q  -{^  N  R  , 

qnae    sl  evanescat,    aequatlo  proposita   ei^t  realls,    et  aequatlonem 

quandam  finitam   agnoscet ;    sln   autem  ea  ad  nihilum  non  redlgatur,  »  ' 

aequatio  proposita  erit  absurda ,    atque  de  ejus   ihtegratione  ne  co« 

^tmdum  quidem  erit^     Ita  in  ejLempIo  supra  posito  eqt 

hinc 

mide    character    —  x  —  y  —  z    absurdltatem    indlcaL     Proferamus 
Tero  etlam  exemplum  aequatlonis  tealls 

dx  {f/y  -{-  Hyz -\^ zz^  —  xCy-^hz^d^  —  djz^iizit), 

io,:q«a  ob 

Vt!zyyA^nyz^iZiQ±z^xy^n±z  iilSiziz^ikz] 
erit 

L  ^  — r  wa? ,    M  rz:  —  3«  —  wy   ct  N  =;  3^  -I-  2nz , 
unde 

LP-t-MQ-HNR 

s;.— *  nx  (yy  -^-hyz  -+•  jj«)-»-ar  iy  -\~  nz)  (3s4-7iy)  ^  xz{,3y -^inii) 

:=zx[---'nyy--nnyz—nzz-h3yz-i-3nzz-i-nyy4-nnyz--i3yz---iinz£}Fz6, 

quare  cum  hic  character  etanescat,   aequatio  haec  difTerentialis  pro 
feali  e&t  bflbeftdai^     Simill  modo  proposita  itn6  aequatiohe 

2dx  (y  -1-  z)  -|-  dy  ix  -4-  3y  4-  ^z)  -)-  Di  (a?  +  y)  —  0  ,    oj> 
P~?«>-4-2«,    Q  z=  a? -}- 3y  4- 2«  ,    Rz=a;4-^,    fit 

;l=:il,  .M5=l,— 3=5--«,  et  N=:3r-i=:l, 


llH|<»qtt« 


#  • 
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LP -4- MQ -4- NR"=  2y -f- 2«  —  «  —  3y  —  3«  ^  a:-»- y  ==  0  ,> 
unde  ista  tQquatio  dlfierentialis  erit  reaiis. 

Problema     2. 

7.  Froposita  a^uatione  differentiali  inter  temas  rariabiles 
^f  !/t  ^f  4^^^  ^^^  realis  ,  ejus  integrale  investigare ,  unde  pateat^ 
qualis  functio  una  earum  sit  binarum  reliquarum. 

S  0  1  u  t  i  o. 
Sit  aequatio  difTerentialis  proposita 

in  qua  F,  Q,  R^  ejusmodi  sint  functiones  ipsarum  x^  y  tt  z^  ut 
character  realitatis  ante  inventus  satisfaclat.  Nisi  enim  ista  aequa- 
tio  esset  realiSi  ridiculum  foret,  ejus  integrationem  tentare.  Suma- 
mus  ergo  hanc  aequationem  esse  realem,  atque  dabitur  relatio  inter 
ipsas  quantitates  x^  y  ei  z^  aequationi  propositae  satisfaciens ,  ad 
quam  inveniendam  perpendatur ,  si  in  aequatione  integrali  una  va* 
riabilium,  puta  z,  constans  spectetur,  ex  ejus  differentiali  nihilo  ae* 
quali  posito  nasci  debere  aequationem 

Fda:  ^-  Qay  ==:  0. 

•Victssim  ergo  una  variabili  .puta  z  ut  constante  tractata,  integratio 
aequationis  diflTerentialis 

Pda?  ^-  Qdy  =  0, 

quae  duas  tantum  variabilps  continet,  perduce;t  ad  aequationem  in^ 
tegralem  quaesitam ,  si  raodo  in  quantitatem  constantem  per  in- 
tegrationem  ingressam  illa  quantitas  z  rite  involvatur.  £x  quo 
hanc  regulam  pro  integratione  aequationis  propositae  colligimus. 
Consideretur  una  variabilium  puta  z  ut  constans  ,  ut  habeatur  haec 
aequatio  ?dx  -^Qdy—  0  ,    duas  tantum    variabiles  x  ct  y  impli- 
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cftns ;  tmn  ejas  inyesfigettir  aeqvatio  integralis  conpleta ,  quae  ergo 
comtantem  arbitrariom  C  complectetur.  Deiade  haec  conatana.  C 
consideretor  ut  functio  quaecunque  ipsius  z,  atque  hac  z  nunc 
etiam  pro  Tariabili  habita  ^  aequatio  integralis  inventa  denuo  diffe- 
rentietur ;  ut  omnes  tres  x^  y  ti  z  tanqnam  variabiles  tractentur, 
et  aequatio  differentialis  resultans  comparetur  cum  proposita 

P9^  -h  Q3«/  -f-  R3z  zz:  o, 

Ybi  quidem  functiones  P  et  Q  sponte  prodibunt,  at  functlo  R  cum 
ea  quantitate  ,  qua  elementum  dz  a£Scitur ,  collata  determinabit  ra- 
tionem  ,  qua  quantitas  z  in  illam  litteram  C  ingreditur ,  sicque  ob- 
tinebitur  aequatio  integralis  quaesita,  quae  simul  erit  completa,  cum 
oemper  in  itla  litterae  C  pars  quaedam  constans  vere  arbitraria 
rdinquatur,  cum  haec  determinatio  ex  differentiali  ipsius  C  sit 
petenda« 

C  or  ollar  ium      i. 

Z.  Reducitur  ergo  integratio  hujusmodi  aequationum  differen* 
tialium  tres  variabiles  continentium  ad  integrationem  aequationum 
differenlialium  inter  duas  tantum  variabiles  ,  quae  ergo  quoties  li- 
cet  per  mcthodos  in  superiori  libro  traditas^    est  instituenda. 

Corollarium     2. 

9«  Haec  ergo  integratio  tnbus  modis  institui  potest^  prout 
primo  rel  z^  rel  y^  vel  x  tanquam  constans  spectatur.  Semper 
autem  necesse  est,  ut  eadem  aequatio  integralis  resultet,  siquidem 
aequatio  differentialis  fuerit  realis. 

Cor  0 11  ar  lum     3, 

10.     Quodsi   haec  methodus    tentetur    in   aequatione   difTeren- 
tiali  impossibiii ,    deternunatio   iiiius  xonstantis  C   non  ita   succedet, 
Vol.  III.  2 


t 

8  c  h  0  1  i  0  n. 

11.     Q)BO  haeo  operatio  facHius  intelligatur,  periculuni.  fiicia*^ 
mus  primo  in  aequatione  iippossibili-  hac 

zd X  ^  xdy  -^  ydz  —  o, 
1|JQ  9Hqi(a  z  pro  constante  erit 

zdx  -f-  «5y  =  0  ,   aeu  —  -f-  3y  =:  o  , 


^118  integrale  est  ?;/a:-f-£<  =i  C,  existente  C  functione  ipsius  & 
PjiSerentietur  ergo  haec  aequatio  sun^endo  etiam  z  variabilc  ,  posi* 
toque  dC=D3z,  ut  D  sit  etiam  functio  ipsius  z  tantum,   crit 

^    -^dy-^dzlxznDdz.seu 

zdx  -f-ar3y  +  3z  (xlx  —  I>xy  :zz  0: 

deberet  ergo  essc  xlx^Dxzziy^  seu  Dzzilx  —  -|-,  quod  cst 
absurdum. 

m 

Delnde  in  aequatione  reaC 

2dx(i/^z)-+'dy(x^9yr^2z)^dz(X'^y)Z=zO 
operatio  cxposita  ita  instituatur.     Sumatur  y  constans,    ut  sit 

oujns  integFate  eet 

2  /  (a?  -H  y)  4-  /  (y  -H  «)  =  C , 

«bi  C  etiam  y  involvat.  Sjt.  i?rgp  ^<^,^,J>^i/f  ct  sumio  ctiam  y 
Tariabili,    diflTerentiatio  praebet 


^ 


CkVVt  'I.  II 


2  5*  Cy  H-  »)  -4-  2  dy  (y  H^  z>.  4-  dy  <»  -►« y>  -4*. ^  (a:  -4-  «) 

z=  Ddy  (a? -t- y)  (y -H  «) , 

f 

qnae    expressio  oum  &rma  .prop<i8ka   coltftta  praebet  D  ^  0 ,    id- 
eoque  d  C  ziz  0  I    et  C  fit  constans  yera ;   .ita  ut  inte^rale  sit 

(a:  -f-  y)^  (y  -+-  z)  zz  Const. 

Hujusmodi  igitur  exempla  aiiquot  evolvaAvtJB. 

« 

Exemplum      1. 

12.     Hi{}us  (uquationis  realis 

dx(y  -f-z)  -4-3y  (a:-j-z)-|-9z(a;-|-^)  — z  0 
integrcUe  invesligare, 

Primo  quidem  jiatet  Iianc  aequatfonem  esse  reaiem,  cum  sit 

Q  ir=  o?  -f-  2",   M  =   1   —  1  =  0» 
R=a:-f-y,Nz=l   —  lCjrO, 

smnatnr  igitur  z  constan^,    et  aequatio  prodibit 

aa:  (y  4-  a)-+-  ^y  (a?4-2)  i=  0,  seu  ^j!^  +y^  =  0  , 
cujus  iatcgrale  est 

/  (jp  ^  i)  -f- '/  Cy  -f=.  «{)  c±  f  :  t,      ' 


Statuatnr  ergo  .    :    • , 

(x  -f  z)  (y  q=  z)  zr.Z, 

j 

^i  natnra  functionis  Z  ex  differenttati^ilift  d|»bet  'truiir     fit  autem 

3a?  (y  -f*  c)  ^  ay<«f  =(^aQ^-^-fe  ^J^  4--^  -^-  ^i^-f^  ^, 

a   qua    «i    proposita    auferatur ,    relfn^rfur  '  2  i  ^  a  = '  ^  Z  ;    hinc 
Z  =:  2Z+  C  ,    ita  ut  «eqmilMi  fmt^Mm  ^mpHH  sit- ' 


•• 


12  C  A  P  U  T     I. 

(rc -f- z)  (y -4- z)  =r  as -f- C,  seu  xy  -^  xz -^- ys  z=.  C ; 
quae  quidem  ex  ipsa  proposita 

faciie  elicitur  ^  cum  bina  membra  juncta  sit  integrabifia» 

Exemplum     2. 

13.      Hujus  differentialis  aequationis  realis 

dx  {ay  —  bz)  -+-  dy  Ccz  —  ax)  -f-  dz  (bx  —  ry)  izi  0 
aequationem  integralem  completam  invenire. 

Realitas  hujus  aequationis  ita  ostenditur.      Cum  sit 

V  zzi  ay  —  b  z  ^    erit   L  —  2  c , 
Q  —  cs   —   ax  y  M~26, 

ti  zzi  bx  —  cy  y  N—   2a, 

hincque   manifesto   LP -f-MQ  +  NR  ~  0,     Jam   sumatur  z  con- 
stans  ;*   ut  habeatur 

^*      ^      ^y    ■  — 0       erro  i fi2J:i^'— f •  ^ 
«tatuatur  ergo  ^lzzl?  zn  Z ,    et  differentiatio  praebet 

a9jc  (gy — h%)-\^ady{c% —  ax^-^^ad^ih»  —  ey)  .^  -v^ 

(c»  - —  dx)^  "~  ^      * 

ex  cujus  comparatlone  cum  proposita  fit  d^  =:  0  et  Z  zn  C,  fta  ut 
aequatio  integralis  completa  sit 


cg-^ax  — ^>    ^^^  ay-f-naa7=z(6H-nc):5* 

Quodsi  aequatio  integralis  ponaiur 

Aa:-4^By4-Cz=zO, 
hae  constantes  ita  debent  esse  comparatae,    ut  sii 

Ac-hBi-t-CaznO, 

sicque  constana  arbitrarja^  ^concinniua  inducitnr. 


CAPUT     L  13 

Corollariaizr. 

l4.     Haec   ergo    aequatio    integrabilis    redditur^    si   dividatur 
(^er  (cz-— a:r)^9    atque  ob  eandem  rationem  etiam  hi  divisorcs  , 

idem    praestant.      Vi    enim   integralis    hi    divisores    constantem    int^ 
se  tenent  rationem.     Namque  si  ^*^       ^  rz:  n  ,    erit 

*  cz  —  ax  » 

6x • —  cy    —b  —  nc  ^    bx  —  ey    —  6  —  nc 

cz  —  ax    ~*  ft  *  ay^—bz  ^*^  u  a 


ExempIumS» 
1  5  •     Hujus  aequalianis  differentialis  realis    . 

aequatianein  integralem  investigare. 

Realitas  hujus  aequationis  inde  patet,    quod  sit 
P  —  yy-^yz-^zz,   hincque    L  rz:  2zH-a;— a?— 2y  zz  2(^  — y), 
Q^znzz-k-^xz-^xxy  Mzz:2a?H-y— y — 2zzz:  2(a?  —  zy, 

R  —  a:x-ha;y-t-^,  Nm  2y-4-z— z  —  2a:  iz:  2(y  — ar), 

imde  fit 

LPH-MQ.4-NRzz:2(z3*-y3)H-2(a?^-z^)-h2(y^  — :^3)~o^ 

Ad  integrale  ergo  inyestigandum  sumatur  z  constans ,    eritque 

dx y^       dy 


«X -+•  «» -1- »»     *      yy-^yz-^zz  ^ 

cujtts  integrale  est 

57i  ^S-  **"g-  ilq?5  ■+-  ih  A°g-  "«"g-  ^S^  =  ^  •  ^ ' 
quae  per  collectionem  horum  angulorum  abit  in 

Sutuatur  ergo  j^^^^^i^  =:  Z ,    haecquc  aequatro  differcn- 


# 


U  CAPUT     L 

tietur  sumtis  omnibus  tribua  ir^  y  ti  z  Tariabilibus ,  ac  prodibit 

(isim^xai-i^yz—xyy  *^^    ' 

cum  igitM*  ex  ae<|uatione  proposita  sit 

erit  facta  snbstitutione 


ag9g  (xx + »/.+ yy)  ~  a  j^9g  fag  "f-  >g + yy)  -^  g>9g  (gg + » -f  xx) -sy^ 

(aas-t*x»-4->«  —  xy)^  ""*        * 


seu 


(agg  -+-  xg  -+-  yz  —  xy)  •  "~  ' 


quae  in  hanc  formam  reducitur 

—  a9g  (x  -4-  >  +  g)  (xy  H-  yg  -♦-  yz)  yj 

(2gg-f-xgH-^g — xy)^  —  C/     I 

At  ob  Z  =z  ^-j^qi—pjj^irjj ,    ent 

—  aZZ ^z^x-^ y-^z)  ii^y/      ^        trr^^ ar^ifeYje -f* ^ -4- 3g)  , 

x^  -H  *»  "T~  >»         ■"*         '  ZZ     ~"    x^  4-  xg  -H  ^g 

Necesse  crgo  est  ut  etiam  ^••^  .  *y  TTg"^    ^'  functio  ipsius  z  tantum, 


dZ  odg 


qa»e    vot^staf  2^ ,    lit    sH  ^  ||  =  ^ .      Verum  tt    sola    forma 

fimctionis.Z    n^gotiuiH'    eoAfich    oportet;    quod    ita  ejtpediri   potest. 
Cum  sit 

V xy-^xz-\^yz ..      i      »^2j   agg-f-axg-+a^ 


agg -f- xg -f- J^g  —  x^  '  figg -f- xg -f- ^» — xy 

hinc  ^^—  —  ^y  V^^^      1    cujus    valoris    ope   quantitates    x   ct   jf 
ex  aequatiohe  diffelrentiali  elidfuhfiif,    fitque 

-   -  ^  ^5  .  ^;^Jj:^  =  d9  .  -^^^;    undc 

—  dZ       dz    — dZ  dZ 

Z  (i  Hh  Z)    s     Z         "^     ,  ^t  z  > 

et  integrando  /z~/^-v^  +  /«. 


*•      -w    V*    ^ a 


Ergo  ^-  =  f    «   Z  _  ,_„ 
ita  ut  ftequatio  integralis  quae^ta  eit 


I 


CAPUT    I.  f* 


quae  simplicissima  forma  statim  ODUig^tur  fiX  a<qjiati(U]B 

CaroIIarium. 

16.      Cum  aequationis  propositae  integr/ile  oraipletmi  0t 

xy-^pcz-^yzzz^ix-^y-^z)  aeu  *^yj^j^ z:i Const. 

ex  hujus  difTerentiatione  etiam  ipsa  aequatio  proposita  resultafe 
deprehenditur .  Unde  patet  aequaUQnem  propositam  integrabilem 
reddij    si  dividatur  per  ^ 

(^  -+-  y  +  s)%    vel  etiaitt  per  C^y  -+•  xz  -f-  yz)*. 

S  c  h  0 1  i  e  m 

i  7.     Ex  hoc  exemplo  intelligitur ,  determinfttionem  fimctionis 

per  integrationem  illatae  interdum  haud  exiguis  difficultatibus  esse 
obnoxiam ;  siquidem  hic  Amctionem  Z  non  sine  ambagibus  eiicui- 
mus.  YeniiQ  et  hic  ista  iuTcstigatio  multo  facilius  ijMtitiu  fotuis^ 
aet;   statim  enim  atque  inyenimus 


xy-^-xtS'^"^» 


Z  =  f:«, 


aaj»-H«»-H  J»  — *> 

hanc    ipiam  ejipressionem   concinniorem  reddere    licttlsset;     NeBspe 
com  sit  ^ 

1+  -i  =  Sg±S5.   i«i««»« 


<  pyj  — < 


»,?Ky-+-»     ^^  I-4-Z  ■" 
Rclicta  ergo  functione  Z  statim  pohatur 

?=:.2  =  f:*., 


et  aomtis  differentialibus  per  sc  liqiiebiti   fieri.  dS  z:;  O^  i    idtet^e 


# 


•  r 


?t6  CAPUT     J. 


•  » 


2:r=:Coii8t  Adhuc  facilmt  hac  problema  resolritur;  si  etiam  «im* 
to  y  c($l^tante  ejus  integrale  quaeratarj  tum  enim  simili  modo  per* 
▼enitur  ad  hujusmedi  aequatioaem 

quare  cum  haec  expressio  aeque  esse  debeat  functlo  ipsius  z  atque 
ipsius  f/j  necesse  est^  ut  ea  sit  constans;  eritque  propterea  aequa- 
tio  ii^egralis  completa 

a;j/*-J-.  a;z  -f-  ys  zz  a  (a;   -f-  y  -f-  z). 

£xemplum4. 
18.     H^jus  aequationis  diffiurenticdis  realis 

dxC  xx^yy  ^  25Z)  ~  zzoy  -4-  z3z(y  —  a?)  -+-  —  (yy  —  aro?)  zr  0 

aequationem  integralem  completam  investigare. 


^ 


Kealitas  hujus  aequationis  ita  ostenditur. 
Ob  P  =  a?a?  —  yy  -H  zzj^  erit    L  ==  —  3z  —  ^ 


Rz:i:z(^  — a?)-f--(^  — a:a?),   Nzr— 25^; 
jmde  calculo  subducto  formula  LP  -f-  MQ  -4-  NR  evanescit 

Sumamus  jam  z  constans  9    et  habebimus  hanc  aequaiioaem 
dx  ixx   —   yy  -^  z::^    —   zzdy  l=:   0  , 
CUJU8  quidem   tntegratio  non  constaret,    nisi  perspiceremus  «d  6atis- 
facere  particulariter   y  zhl  x.     Hinc   autem   ponendo  yzra?-^  — , 
tntegrale  <:ompletum  eruere  poterimus^    fit  enlm 

a:(zz    —     — )    —    ZZQX    -f- ~    0 

Jiincque    ^z;  —  "^—  zi:  dar , 


C  A  P  U  T     I.  17 


qoae  pci   e  *»     multipllcata  praebct  intcgrale 

~»X  X  X 


x« 


nbi  qmdem  notandum  est  in  intcgratione  iormutae  fe*^    dx  qnan- 
titatem  z  ut  conitantem  tractari,  essequc  v  zzz -p~  :  jta  ut  sit 


**     zz 


•^  y  —  oc 

Quodsi  jam  hanc    aequationem    differentiare    velimus    sumta    ctiam  z 


XX 


yariabili,  difficultas  hic  occurrit,  quomodo  quantitas  fezz.  ^x  dif- 
fcrentiale  cx  variabilitaie  ipsius  z  oriundum  definiri  debeat.  Hic 
ex  principiis  repeti  debet,  si  fuerit  dY  zzz  S  d  x --{- T  d  z^  fore 
(^^)  —  (|-^),  ideoque  si  s  constans  sumatur,  T  — y  ^  x  (|-^.  Jam 
nostro  casu  est 

—  x  »  XX 

Snze»»     etV~/e»»    Da;,    sumta  ;:  constante; 
quare  cum  sit 

^—_xx 

Quocirca  quantitatis  /e  »»  Dx  differentiale  plenum  ex  Tariabilitate 
utriusque  x  et  z  oriundum  est 

•— <»  XX 

e  »»  ^^  +  ^^/^  **    xxdx. 


e  ^*   zz 


cui   aequari  debet  alterius  partis hZ  differcntiale,     quod  cst 

y — X 

3sds  %%dy-\^%%dx  %xxd% — -  o  m  %d 


^— .^/i»d»         %%dy^%%ax     .     txxd»  —  oracracv  -^  - 
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XX 


Turbat   Tero    adhuc    forraula    mtegrarts  f^  ^^    x.x^x^.  m   quft 


XX 


Htro  constante  habetur:   reduci  autem  potest  ad   priorem.y  ^.  «s-  dor^ 
ti  ponatur 

—  X  X  X  X  —  X'X 

fe  «»    X  x^x  zn  A  e  »»    x  +  B  fe  zz,   d x^, 
f^odlt  enim  sola  x   pro   variabili    habiia^    diflcrentiando 

xxd  X  ziz  Ad  X  —  ~zz  —  ^"  ^^  ^ »  crgo- 
A  —  —  l/sz,   et  Bz::z  —  Azziiss, 
iia  ut  sit 

—  XX  X»  —XX- 

fe  »»    X  xd  X  ~  —  Je»»    a:s  3-|-  is  2^^  «»  "  5  x:. 
quare  cum  sit 

• XX 

^ *               e  zz  zz 
e  »»    3  o:  ~ hZ,    erit 

—  XX' 

— «X                            ~*_?               e  »»  s^ 
e  »»   xxdxzzi^^ie  »»    a?3sH V-iYaZZ. 

Facta   ergo  substitutione  haec  orietur  aequalio   differentiaJis 


XX 


X  d%     I     zdz\  JLdz 


e«*    (aar~  — +  — )^- 

XX' 


•  f^zBz         zzdy  zzdx         vxdx        oxx^z^  a  r , 

quae  iransit  in  hanc   formam 


—  XX 


^ -^^  xd_r_2j^-x)         zzhx  zzBy    ^  xdz        x  f>  -f  x) r^ gx  ^g  9 Z  —  Z  r) • 


seu 

X  X 


1 3^  iyy-xx-^zz)  -+  zzdy^  zd:^y-x)  ----  (^  -  xx)  ]  d^--^— 


(y —  X) 


CAPUT     1.  19 

qua  cntn  pToposita  cotlata  evi.dens  cst ,    csse  debere 

zdZ  —   Zdz  ~    0     scn    Z  zz:  nz'*^ 

ita  nt  Bequationis  propositac   integrale  torapletutn   sit 

'XX 

^  —^  -.       e~^'^~  zz 


—  xx 

e  z«    z  z 

■ 

y  —  X 

—  X* 

•iquidem  in  mt?grali  fezz     ^.x    qiiantitas    z    pit)    constatttc    Ihi- 
beatun 

<!I-or  0  1 1  a  r  i  uto. 
19^     'Aequatio   ergo  proposita  integrabilis  redditur,  si  muUiplt* 

XX 

cetur  per   .  "Jj^)^  ^  **    5     *^c     tum     integrale     est    ipsa    aequatk>«^ 
quam   invenimus. 

S  c  h  o  1  i  0  n      !• 

2  0.     Exemplum   hoc   iraprimis   est   notatu  dignum,  quod   In   6jia 
«olutione  quacdanr  artificia  -sunt  in  snbsidium  vocata,   quibus   in  prae»- 


XX 


ocderitibus  non  erat  opus.  Per  formulam  autem  fe  **  dx  inte- 
grale  non  satis  determlnatum  vldetur.  Cum  cnim  in  ca  ::^  constaiTS  pona'- 
lur,   constans  per  integrationcm  introduccnda  per  nz  non  dcfinitur,  si* 


XX 


quidem  lex  non  praescribitur,  secundum  quam  integrale  j e  ^^  ^x 
capi  oporteat ,  utrum  ita  ut  evancscat  facto  .r  zii  0  ,  an  alio  quo* 
cunque   modo  ?      Dubium   autem   iioc   dHuetur,    si  aequationem  ihvell* 


—  XX 

-  dx 


tam  pcr  z  dividamus  ,  ut  formula  intcgralis  sit  fe^^  "^  ;  ubi  cum 
-^  slt  3.~,  evidens  cst  ca  expiimi  functionem  quandam  ipsius  -j 
ac   si  ponatur  -^zzzp,    fore  acciuationcm   nosiram  integralem 

fe—tPdp   H-   Const.  ^  e—tf  --*— 


ar  CAPUT     I. 

J 

neque  hic  amplias  conditib  Illa  ,  qua  in  formula  jntegrali  quanlitas 
z  pro  constante  sit  habenda ,  locum  habet ,  sed  integrale  perindc 
determinatur ,  ac  si  acquatio  duas  tantum  variabiles  continerct. 
Hanc   circumstantiam  si  perpendissemus,  plenum  diffcrentialc  formu- 

lac  y*^  ^^  dx^  ex  variabiHtate  utriusque  o?  et  z  nullam  difficulta* 
tsm.  pcperissct.      Postquam   enim   pervenimus   ad  aequalionem 

—  XX  ~^ 

ft^^    Da:  =z:  e  **     .  fl,,  -+-  f  :  z , 
eam  ita  repraesentcmus 

ubi  cum  in  formulam  integralem  eliam  variabilitas  ipsius  z  sit  in- 
ducta ,  si  ea  difTerentietur  sumtis  omnibus  x  ^  y  ct  z  varlabilibus 
orietur 

Z:^   Bx        *^\  _    ^^^^      9«  gf)x  —  g^y  ax^x    ,        a xx  9 g  ^ 

sea. 

—  XX" 

^       ^ziy^xi^^U^W^y-^y      «»Cy-*)      y^j^o^ 

quae  reducitur  ad  banc  formam- 

xdft. 


2  (y  -  a:)"^ 


[6)a7Cyy— xx-zz)-^zz5y— z^ls(f/— x) ;^  (J/y-<ra:)]  z:DZ; 


unde  patet  csse  debcre  f)Z  iz:  0    et  Z  ZH  Const-  sicque  elicitur  ac- 
quatio  integralis  ante  inventa*. 

S  c  h  0  l  i  o  n      2.. 

21.  Idcm  integrale  prodiisset ,  si  loco  z  altera  reliquanim 
X  vel  y  pro  constante  fuisset  assumia;  ubi  in  gcnere  notari  con- 
venit ,    si.  hujusmodi   acq^uationcnL 


CAPUT     I. 


31 


P9a:4-Q9y4-R3z 


mnita  z  constMte  tractare  licuerFt^  etiam  resolutionem ,  qnaecunque 
trium  variabilium  pro  constante  assumatur,  succedere  debere,  etiam* 
81  id  quandoque  minus  perspieiatur.  Ita  in  aequatione  proposita  ii 
y  pro   constante  habeatur^    resolvenda  erit  haec  aequatio 

Dx  (a?arH-  zz  — yyy  —  zdz  (o:— y)  —  ~  {xx  -^  yy)  zzi  O^ 

quae  per  z  multiplicata  cum  in  hanc  formam   abeat 

(zdx  —  xdz)  (xx^  zz  —  yy)  -»-  yzz^z  in  0  , 

facile  patet,  eam  simpliciorem  reddi  ponendo  xznpZy  tum  enim  ob 

z^d X   —  x^ z  zzz  zzd p^ 

prodibit 

dp  (ppzz^  -f-  zz  — 

sit  porra  zznqy  y    fietque 

dp  ippqq  -^  qq  - 


uy)  -4-  y9«  =^  0 ; 


1)  H-  dq 


cul  cum  satisfaciat  qzn^r  statuatur  7  zz:  -^  -+-  -^  ,  habebiturqne 

^r  \r     ^  rr       fp        t^       rrJ        pp^       rr '^      ^    •^ 

z:  0  ,    Tcl 


dp \2ppr -+- p^  -i'  ^r-^py  —  pdrzn 


quae  multiplicata  per  A^**  ct  integrata  dat 


At   /e->f^ 

j  fp 

vnde  e^ff  (^ 
Cuns  nune  sit 

P  = 


i) 


«-«»-1 
f 


/e-PP  dp. 


•=■    et    — 


±  ^  ±  -:  !Ll«^_>2.    erit 


'y 
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/' 


£-V..  ^--.^^  et  -%^± 


Undc   acquatio    rwslra   integralis   erit 

—  XX  — aex 

cujtis   difTcrentiale ,    si   ctiam  f/  pro   variabrli  habcatur  ,    cum   acqua- 
tione  proposita   eomparatum  ,  dabit  xit   ante   f:^— Ganst. 

Cacternm  cum  in  his  cxcmplis  variabilcs  or,  t/,  z  ubiquc  cun- 
dcm  dimcnsionem  tiumjrum  implcant ,  metbodum  gcneralem  hujus* 
modi  ..aequaiiones  tractandi  exponam. 

^Pr  o  b  1  e  m  a     '3* 

2  2.      Si   in  ^  ncquatione   diffcrentiali 

P  5  a;  +   Q  3  y   4-  R  ^  3   ziz   0 

functiones  P,  Q,  R  fucrint  homogcneac  ipsarum  or,  y  et  z  cjusdem 
tiumcri  dimensionum  ;  ^jus  •integrationem ,  si  quidcm  fuerit  realis , 
invcstigarc» 

# 

"Soltitit), 

Sit   n    nnraerus    dimcnsionum  ,    quas  tcrnae    varlbllcs    Xy  y    et 

^  in   fuBctionibus    P,   Q ,    R"   coRstituunt ;  ac   posito    x  —  pz    et 
j/   —   c/z,    .fiet 

P  zzz  z^  S,  Q  ::=^  z^T    ti'  Tl  z=z  z^V, 

.jta   ut  jam    S,  T,   V,    futnrac   sint  functiones   binamn   tantum   varia- 
bilium  /i   et   </,      Cum  jara  sit 

dx   —  pdz  -4-  zdp  ct  dy  zzz  qdz   H-  ^dgt 
aequatio  nostra   hanc   inViuct   formam 

dz{pS  -^c/T-^-Y^^l^Szdp  -hTzd(/z=zO,    teu  . 

\      ^   f  S  -H  ^T  -f" y    — 
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<IDae  aeqoatio  realis  esse  neqtiit ,  nisi  fortnala  diffeirentiaKs  binat 
Tariabilcs  p  ct  q  inYoIvens  r~r  x^y  P^^  ^^  fuerit  mtegrabilii ; 
quod  eventet  si  fnerit 

(fT-HV.)0-^pT(2|)-(pS-HV)(^p_,S(?I) 

-S('4)-T(|^)  =  0. 

Qtioties  crgo  hic  character  l6cum  habet ,  nostra  acquatio  erit  rea- 
hs^    ejusque   intcgralc   crit 

T"  y  fS^.7T-t-v    —    v.onsi. 
t&k   tantnra    opus    est ,    ut   loco    litterarum   p   et    q    valores    assumti 

—  et  —  rcstituantur^. 

«.  &. 

Co  r  0  ITa  ri  u  m      li 

23.      Ita  ih  nostro  primo   excmplo   (§.    1-2;)  cum   tit 

Przy-f-s,     Qrz:a:H-3,    R—  o:  -+-  y^     erit 

»  *  *  f  .<?  -t-  a  p  -}-  a  /j  "*~         ' 

dijus   integrale  est 

Iz  -+-  \l  (pq  ^^  p  ^  q)  —  I  /  (xy  ^-  as  -i  yz)  =  C  ,    stnr 

C  o  r  o  I  1  a  r  i  u  m      2: 

2j4.      In-  seeundo   excmplo   (§,    13.)   est 

V  zn  ay  —  bz^   Q  zz:  rs  —  ax^   Kzzibx  —  cy.  ^    hinc 
S  ~  aq  —  6 ,   T  zzz  c  —  ap ,   V  ~  bp  —  cq. 

Efgo  —   -h   (^^  — ^'^?^±1"  — ^?>^^   ~    0  i: 

hincque 

(a^  —  6)  5;>^  4t  (r  —  ap^dq^  —  O^, 


0, 
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et  integrando 

C  o  r  o  1 1  a  r  I  u  m      3. 

2  5.     In  tertlo  exemplo   (^.    14.)  fit 

S  ~  79  -f-  9  -f- 1 ,  T  z-  /y>  -H  p  -H  1 ,  et  V  izi  ;>;i  •+-;/^  -4-  99, 

hincque 

3  «      .        ^f  (^<?  -^  ^  ■4-  0  ^  ^<?  (<>p  -4-  f  -4-  0      

•»       '     i>p^  •+-  pqq  -4-  W  4-  sjij  h-  ^^  -h  f  -h  <! 

qui    dcnominator    est   in;  (/?-+-  9  +  1)  (pq  -f-/?  +  9)  ,    unde    haec 

fractlo  resolvitur  in   has  duas 

~dp—dq  Bp  (^  -f-   0  -4-  dq  (f>  +  1)  . 

p  -h  q-h  i  pq  -h  P  -+-  q 

•ex  quo  integrale   a  logarithmis  ad  numeros  .perductum  oritur 

g  (pq  -h  P  -^  q)    xy  -4-  xz  ^  yz p 

<!!  o  r  ol  1  ar  i  um      A. 
26.     In  exemplo  quarto    (§.    18.)  fit 

Sznpp-^qq-i-  1,  T=:— 1,   Y  —  q-p-i'P(qq-pp), 
hincque 

d«  ap  (PP  ~  qq  -h  t)  —  dq    ^ 

ideoque 

dq  —  dp  Xpp    —    qq  -^    i)> 

Cum   ergo  satisfaciat  qznp^  ponatur  qzzip-^-^  ,   fiet 
dr   —    2prdp  m  3/> ;    et  integrando 

ita  ut   integrale  sit 

XX  —  XX 

y  "^^  m  ^  z 
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Scholion. 


-.•. 


2  7.  Cum  igitur  aequationes  dijSTerentiales  tres  variablles  in* 
rolventes  nullam  habeant  difficultatem  sibi  propriam^  quoniam  ea« 
rum  resolutio ,  siquidem  fuerint  reales ,  semper  ad  aequationes  diffe- 
rentiales  duarum  variabiiium  reduci  potest ;  hoc  argumehtum  fusius 
non  prosequor.  Quod  enim  ad  ejusmodi  aequationes  differentidtlea' 
trium  variabilium  attinet,  in  quibus  ipsa  differentialia  ad  plures  di^' 
mensioncs  ascendunt ,    veluti  est 

?dx^  H"  Qjdt/  H-  RDs*  -4-  2^dxdy  -4-  2Tdxdz  -4-  2Ydydz  zn  0, 

de  iis  gcneratim  tcnendum  est ,  nisi  per  radicis  eitractionem  ad 
formam 

P3ar  +  Q3yH-Rdz=:o, 

reduci  queant ,  eas  seroper  esse  absurdas.  Quomodoounque  enim 
aequatio  integralis  esset  comparata  ,  ex  ea  valor  ipsius  z  ita  defi* 
niri  posset ,  ut  z  aequetur  functioni  binarum  variabilium  x  et  y^ 
unde  forct  dzzizpdx-^  qdy  i  neque  hae  variabiles  x  et  y  ullo 
modo  a  se  penderent.  Hic  ergo  valor  pdx  -^qdy  loco  dz  in 
aequatione  differentiali  substitutus  ,  ita  satisfacere  deberet,,  ut  omnes 
termini  te  mutuo  destruerent ,  quod  autem  fieri  non  posset ,  si  ex 
aequationis  resolutione  dz  ita  definiretur ,  ut  differentialia  dx  et  dy 
signis  radicalibus  essent  involuta.  Hinc  aequatio  illa  exempli  loco 
allata  ,  cum  per  resolutionem  det 

;)- —  T3x  -  vay  ±/  [(TT  —  PR)  a»»  +  (TV— RS)  dxBy  +  (W  —  QR)  dy^] 

realis  esse  nequit,  nisi  radix  extrahi  queat,  hoc  esf  ntsi  ipsa  aequa* 
tio  in  factores  formae 

Pdx  4-  Qdy   -f-  KBz, 

rcsolvi  possit  Atque  etiamsi  hoc  eveniat,  et  hi  factores  nihilo  ae- 
quales  statuantur,  tamen  aequatio  non  erit  realiS)  nisi  criterium  su- 
pra  tradinim  iocoin  habcat.     Ex  his   perspicuum   est,    tie  ejusmodi 

VoL  m.  4 
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(ftiidcm    aequationes,    quae    quatuor    pluresre    ▼ariabiles   inTolTant, 
ptns  difHcuItatis  habere. 

Problema      4. 

2d.  Si  V  sit  functio  quaecunque  binarum  yariabilium  x  et  y^ 
ill  fcraula  autem  integrali  y^Vdrr  quantitas  y  pro  constante  sit  ha- 
bita,  definire  hujus  fovmae  jydx  differentiale ,  si  praeter  x  etiam 
y  variabilis  iassumalur. 

S  o lu  t i  o. 

'  Ponatur  ista  formula  integralis  yVda:  zz:  Z  ,  eritque  Z  utique 
iunctio  ambarum  variabilium  x  et  y^  etiamsi  in  ipsa  integratione  y 
pro  constante  habeatur.  Evidens  autem  est,  si  vicissim  in  differen- 
tiatione  y  constans  sumatur ,  fore  ^ZzizYdx.  Quare  si  ctiam  y 
variabilis  statuatur ,  di£ferentiale  ipsius  Z  ~y^Ydx  hujusmodi  ha« 
bebit  formam 

dZ  z=  Ydx  ^  Qdy, 
et  quaestio  huc  redit,    ut  ista  quantitas  Q  determinetur.      Quia  au* 
tem    forma    V5a?-+-Q3y    est    verum    difTerentiale  ^    necesse   est  sit 

gl)  =  (l^) ;    hincque  d  x  ^%)  =  d  x  (|-I).      At   ^o.  (|^)   est 

rentiale  ipsius  Q,  si  f/  pro  constante  habeatur ;   unde  Q  reperietur 

y^  Vv 

si  formula  d^U-)  ita  integretur,  ut  y  tanquam  constans  tractetur, 
seu  erit  Qzz:/d2:(^  ).  Quocirca  formulae  Zr:r/V9a:  difFeren* 
tialc  ex  Variabilitate  utriusque  o?  et  y  oriundum  erit 

CoroIIarium      1* 
2  9 .     Quoniam    V    est    functio    ipsarum   x  tX  y .    si  ponatur 


3y  ^Kdx  -4-  Say ,    erit  S  =  Q^)  ;    unde  &i . 


11     •••? 
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*8cilice£  in  fornuilae  /S^o;  in^gratione,    perinde  ae  fomittli^r  yV^jiw 
aoli  quanUtaa  x  pro  yariabili  est  habenda. 

CoroH&]^ium2. 

.3  0.      Si   V    faeric.  funciio  homogenea    ipsarum   x  tt  y   exiate 
lamiero  dimensionum    —-n^    posito  dV  m  Rdor  -V*  Sdy»    crit 
]^x  -4-  Sy  zz:  nV  ,    ideoque  S  m  y  ~  V  >    ^^^^ 
'      fSdx  =  |-/Vaar    —    l^/Rxdx. 

At  oh  y  constans  est  R  3  x  dn  3  V ,    hinc 

/R  j?  3  o:  rz  fx  3  V  —  V  rt   —  /  V  3  x  ,    ideoque 


n-H  I  /•^r  -^  _  V* 


et 


Corollarium      3« 


31.  Idem  facilius  invenitur  ex  consideratione  quod  functto 
TL:;zfYdx  futiira  sit  homogenea  n-f*  i  dimensionum,  quare  posito 
3Z  zi^  ydx  4-  Qdy,    erit  Va:  +  Qy  =:  (n^-.l)Z;    ideoque 


Q  =   V^V       —  —  ,    ut  ante. 

S  c  h  0  I  ion. 

32.  Problemate  jam  ante  ,  ct  in  praeccdente  qnidem  libro, 
tutti  usus  ,  neque  tamen  abd  re  fore  putavi^  si  id  data  opera  hic 
tractarem,  quandoquidem  hic  liber  in  functionibus  binarum  plurium^ 
TC  variabilium  occupatur .  Praecipuum  autem  negotium  non  in 
ejusmodi  aequatibnibus  dffrerendatibus,  quales  in  hoc  capite  integrare 
docui ,  versatur ,  quod  quidem  brevi  esset  absolum  ,  sed  cum  diffe- 
rentiatio    functioins    binarum    variabilium   x  ei  y    duplices    formulas 

(l^)  et  (j^)  auppeditet^    existente  V  hujusmodi  functione ,  hoc  loco 

ejittmodi  quaeeiiones  potissimum  contemplabimur^  quibua  talis  funotio 
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V  ex  datft  quacmiqiie   relatione   haniini  duarum  formutarum  uO  ^ 

(l^)    est    difinienda.     Relaiio    autem    haec    per    aequationem    mter 

istas  formulas  et  binas  yariabiles  x  et  y  ^  quam  etiam  ipsa  functio 
quaesita  V  ingredi  potest ,  exprimitur  ,  ex  cujus  aequationis  indole 
divisio  tractationis  erit  petenda.  Froblema  scilicet  generale,  in  quo 
aolvendo  ista  sectio  est  occupata,  ita  se  habet,  ut  «a  binamm  va« 
riabilium   x  ti  y   functio  V   inveniatur,    quae    satisfaciat   aequationi 

cuicunque  inter  quantitates  o? ,  y ,  V ,  (|^)  et  (|^)  proposiuc. 
Quodsi  in  hanc  aequationem  altera  tantum  binarum  formularum  dif- 
ferentialium  (|^)  vel  (^)  ingrediatur ,  resolutio  non  est  difficilis , 
atque  ad  casum  aequationum  difTerentialium  duas  tantum  variabilea 
involventium  reducitur  ;  quando  autem  ambae  istae  formulae  in  ae- 
quatione  proposita  insunt ,  quaestio  multo  magis  est  ardua  ac  sae- 
penumero  ne  resolvi  quidem  potest,  etiamsi  resolutio  aequationum 
differentialium  duas  tantum  variabiles  coroplectentium  admittatur:  in 
faoc  enim  negotio  ,  quoties  resolutionem  ad  integrationem  aequatio- 
num  differentialium  inter  duas  variabiles  reducere  licet ,  problema 
pro   resoluto    erit   habendum.      Cum  igjtur   ex   aequatione  proposita 

forroula  (|^)  aequetur  functioni  utcunque  ex  quantitatibus  x^  y^  V  ct  (^ 

conflatae,  ex  indole  hujus  functionis,  prout  fuerit  simplicior,   et  vel 

solam   formulam  (^ ,    vel  praeter  eam    unicam   ex   reliquis ,    vel 

etiam  binas,  vel  adeo  omnes  comprehendat ,  tractadonem  sequentem 
distribuemus.  Hoc  enim  ordine  servato  facillime  apparebit,  quan« 
tum  adhuc  praestare  liceat,  et  quantum  adhuc  desideretur.  Praeter- 
ea  vero  nonnulla  subsidia  circa  transformationem  binarum  formula- 
rum  differentialium  ad  aliaa  variabilea  exponenda  occurrent 

Divisio    hujua    Sectionia« 

Quo  partea ,  quas  in  hac  sectione  pertractari  conveniet ,   cla* 
ritts  conapecttti  exponantttr,  quoniam  hae  quaeationea  circa  fttnctionea 
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binarum  yariabilium  rersantur,  sint  x  et  y  binae  Tariabiles^  et  z 
eanim  fnnctio  et  data  quadam  differentialium  relatione  definienda^ 
ita  ut  aequatio  finita  inter  x^   y  ei  z  rcquiratur.     Ponamus    auten\ 

dz  zz:  pdx -^  qdy  j    ita  ut    sit   recepto  signandi   modo  p  zz  (^)  et 

q  ZH  (^) ,   atque  ideo  p  ti  q  aint  formulae  diflTerentiales ,    quae  in 

rclationem  propositam  ingrediantur.  In  genere  ergo  xelatio  ista 
erit  aequatio  quaecunque  inter  quantitates  p^  q^  ^s  t/  ti  z  propo* 
aita^  atque  haec  sectio  perfecte  absol veretur ,  si  methodus  constaret, 
ex  data  aequatione  quacunque  inter  has  quantitates  p^  q^  X^  y  tt  z 
eruendi  aequationem  inter  :r,  ^  et  z  ;  quod  autem  cum  in  genere 
ne  pro  functionibus  quidem  unicae  variabiiis  praestari  possit,  multa 
minus  hic  est  expectandum,  ex  quo  eos  casus  tantum  evolvi  conve- 
niet ,  qui  resolutionem  admittant.  Primo  autem  resolutio  succedit, 
ai  in  aequatione  proposita  altera  formularum  differentialium  p  yel 
q  plane  desit  •  ita  ut  aequatio  vel  inter  p^  x^  y  tt,z  ycX  inter  q^ 
Xf  y  ct  z  proponatur.  Deinde  aequationes ,  quae  solas  binas  for- 
mulas  differentiales  p  et  q  continent ,  ita  ut  altera  debeat  esse 
fimctio  quaecunque  alterius^  commode  resolvere  licet.  Tum  igitur 
Mqtientur  aequationes ,  quae  praeter  p  et  q  unicam  quantitatem  fini« 
tarum  x  vel  y  vel  z  cbmplectantur,  ex  quo  genere  cujusmodi  casus 
resolvi  queant  videamus.  Ordo  porro  postulat,  ut  ad  aeqnatiodea^ 
qnae  praeter  binas  formulas  differentiales  p  et  q  insuper  binas 
quantitatum  finitarum ,  vel  or  et  ^,  vel  x  et  z,  vel  y  et  z,  tnvoU 
Tunt ,  progrediamm* ;  ac  denique  de  resolutione  aequationum  omnn 
litteras  p^  q^  Zj  y  ct  z  implicantium^  agemuSy  subsidia  transforma-^ 
tionis  deinceps  exposituri. 


CAPUT    II. 

DE 

RESOLUTIONE    AEQUATIONUM    QUIBUS    ALTERA    FORMULA 
DIFFERENTIALIS  PER  QUANTITATES  FINITAS 

UTCUNQUE   DATUR. 

FrobIema4. 


33. 
Inrestigare    indolem    functionis    2    binarum    yariabilium    x  tt  y  ^    ut 


formula  diiSerentialis  (^-^  =:  p  sit  quantitas  constans  n:  a. 


S  o  1  u  t  i  o. 


Fosito  crgo  ^z  nz  p^x  ^-  qdy  ^  ea  functionis  z  indoles  quae« 
ritur^  ut  sit  p  ziza^  seu  dz  z=:  ddx  -f-  qdy  :  ad  quam  inveniendam 
sumatur  y  pro  constante,  erit  d^zia^Xy  et  integrando  zr:aa:-f-Const. 
ubi  notari  oportet  hanc  constantem  utcunque  involvere  posse  quan* 
(itatem  y..  Quare  ut  solutionem  generalem  exhiheamus  ,  erit 
z  zz:  ax^  f  •  y  »  denotante  f  :  y  functionem  quamcunque  ipsius  y, 
quae  per  se  nullo  modo  determinatur  ,  sed  penitus  ab  arbitrio  no- 
stro  pendet.  Quod  etiam  di/Terentiatio  vicissim  declarat;  si  enim 
hujus  functionis  f:y  difTerentiale  per  dyi^^y  indicemus,  erit  utique 

dz  ziz  ad  X  -4-  d  y  i^:y  ; 
ideoque    (^)  —  a ,    prorsus  uti   quaestio  postulat ;    undc   patet  hoc 
casu  alteram    formulam    differentialem  q  zz,  (j|) ,    functioni  solius  y 
acquari ,  cum  sit  q  —  ( j— j  . 
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Corollarium      I. 

34.      Si    ergo    ejusmodi    quaeratur    functio    z    binarum   Taria« 
biHum  X  et  y,  ut  sit  (|^  rr:  a,  erit  zmarc-j-f:y,  et  altera  for- 

mula    differentialis    (^     necessaria     aequatur     functioni     ipsius     «/ 

tantum. 

CoroIIarium     2. 

36.      Si  lalis   requiratur  functio,  ut  sit  (^)=:0,  ea  nec^ssa* 

xio  erit  functio   ipsius  y  tantum ,  seu  quantitatem  x   plane  non  in- 

Yolvet ;    cum    enim    a    variatione  ipsius  x  nullam    mutationem    pati 

debeat,  baec  quantitas  x  quoque  in  ejus  determinationem  plane  nou 
ingredietun 

C  or  0  1 1  ar  i  um     3. 

36.  Hinc  etiam  patet  aequationem  dijSTerentialem 

realem  esse  non  posse ,  nisi  q  sit  functio  ipsius  y  tantum ;  quod 
eUam  character  supra  expositus  declarat,  aequatione  enim  ad  hanc 
formam  cidx  -f-  <idy  —  d^  —  0  reducta ,  ob  P  in  a,  Q  -nz  q ,  ct 
R=~l,  erit  Lzndl),  Mz=:0,  ctN=:-(||),  ideoque 
realitas  postulat^  ut  sit 

"  (l-D  +  (ID  =  0  • 

At  pcr  hypothesin  q  non  pendet  a  z ,  unde  [ob  (j-|) zzid  ^  erit 
(j^)  zzi  0,  ideoque  etiam  q  ab  x  non  pendet* 

S  c  h  0  li  0  n      i. 

37.  £x  atlatis  satis  patet  hanc  operationem,  qua  functionem 
%  determinayimus ,  yeram  esse  integrationem  ^  qua  uti  in  Tulgaribua 
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integrationibus  aliquid  indeterminati  introducitur.  Hic  scilicet  m* 
gressa  est  functio  quaecunque  ipsius  y^  cujus  indoles  per  se  nullu 
modo  determinatur ;  cam  quoque  ita  concipere  licet ,  ut  descripta 
curva  quacunque,  si  ejus  abscissae  per  y  indicentur,  appticatae  ex- 
hibeant  ejusmodi  functionem  ipsius  y.  Neque  Tero  opus  est,  ut 
haec  curva  sit  regularis  et  aequatione  quapiam  contenta;  sed  cnnra 
quaecunque  libero  manus  ductu  descripta  eundem  praestat  eflTectumy 
etiamsi  sit  maxime  irregularis ,  et  ex  pluribus  partibus  diversarum 
cuirarum  conflata*.  Hujusmodi  functiones  irregulares  appellare  licet 
discontinuas  seu  nexu  continuitatis  destitutas ;  unde  hoc  imprirais 
notatu  dignum  occurrit,  quod  cum  prioris  generis  integrationes  alias 
functiones  praeter  continuas  non  admittant ,  hic  etiam  functiones 
discontinuae  calculo  subjicianturi  quod  pluribus  insignibus  Geometris 
adeo  calculi  principiis  adrersari  est  visum.  Yerum  integrationum  in 
hoc  secundo  libro  tradendarum  vis  praecipua  in  eo  consistit,  quod 
etiam  functionum  discontinuarum  sint  capaces ;  ex  quo  per  hunc  quasi 
novum  calculum  fines  Analyseos  maxime  proferri  sunt  censendL 

S  c  h  o  I  i  o  n     2. 

38.  Quemadmodum  deinde  in  vulgaribus  integrationibus  con* 
stans  arbitrai*ia  ingressa,  semper  ex  indole  problematis,  cujus  solu* 
tio  eo  perduxerat ,  determinatur ,  ita  etiam  hio  natura  problematis, 
cujus  solutio  hujusmodi  integratiohe  absolvitur ,  semper  indolem 
functionis  arbitrariae  per  intcgrationem  ingressae  determinabit.  Ita 
si>  oordae  tensae  figura  quaecunque  inducatur,  eaque  subito  dimitta^ 
tur ,  ut  oscillationes  peragat ,  ope  principiorum  mechanicorum  ad 
quodvis  tcmpus  figura,  quam  corda  tum  sit  habitura,  definiri  potest, 
hocque  fit  cjusmodi  integratione,  qua  functio  quaedam  arbitraria  in* 
troducitur ;  quam  autem  deinceps  ita  detcrminari  oonvenit ,  ut  pro 
ipso  motus  initio  ipsa  illa  figura  cordae  inducta  prodeat ;  et  cum 
solutio  dtbeat  esse  generalis,  ut  satisfaciat  figurae  cuicunquc  initiali, 


CJL  FtlT     U.  il 

t$/t  ^nt  letWmi  j^  eos  casus  pwteat  ^  quifan  ^rdse  «nitie 
figmn  jrix^ilirria  nuUo  c$mtti)uud.tis  inejui  praediui  »iiiduoaiur  ^  iqwMl 
fieri  non  posset ,  nisi  per  .mt^egrajLionem  ejusmodi  fuoctio  jurbitiM 
nostro  relicta  ingredcretur,  quam  ctiam  ad  tiguras  irregularcs  adap* 
tare  liceret.  Hujusmodi  functionos  aiibitraxiaBy  prouti  hic  feci,  cjus- 
modi  signandi  modo  f:y  indicabo  ,  unde  cavendum  erit  ne  littera 
f  pro  quantitate  habeatur ,  quocirca  ipsi  colon  sufBgere  visum  est. 
Simili  modo  in  sequenlibus  haec  scripiio  f:(.x-4-y)  denotabit  func* 
tkmem  art>itirariam  qua^ntitatis  x-^y\  ac  ubi  plures  tales  funetion^ 
ia.jcaJouhuii /mgrodkimur «  praeter  litteram  f  eliam  ^is  characteribui 
01  ^9   09  ^^^»   ^^^  simiU  significstione  ^utar. 

Proble-m^a      5« 
39.      Tnvestigare    indolem     functionis  z  binarum   yariabilium  x 
et  y^  ut  formula  differentialis  u  *)  —  p  acqualis  fiat  funclioni  datae 
ipsius  Ovi  quae  sit  X ,  ita  ut  sijL  ^  ~  X« 

S  o  1  u  t  i  o^ 

Poaito  dzzizpd,X'*+>^qdya  toi>  pzzzX  erit  dzzizXdx^qdm 
qffifk  J^am  biym  4ift*ei]renUAiis  pars  Xdx*  eat  data  ^  ad  integrale  ]»> 
TjeiM^udMiv  accipiatur  y  codistaas  ,  let  ciun  eit  dx  zzz  Xi:^a:,  et-it  iarte^ 
^rando  ,z  —  yX.3.^  4- Con&t.  quae  coqstans  cum  -etiam  quantitateai 
y  utcunque  implicare  possit ,  pj^^o  ea  assumcre  licebit  functioaeiii 
quamcunque  arbitrariam  ipsius  y ,  eritque  ergo  integrale  quacsitum 
«  ~yXda? -j- f :  2/ ,     quae   per  difTerentiatfonem  praebet 

ds  ziz  Xdx   -4-  dyf"  :  y^ 
iU  *t  wi  qz=;S^;ji/,    «tque  (|5^X»    plaajie  ut  r«quiiTeiDiaiu<; 

C  or  0  Ilarium     i. 

4«t-     A^lWtimiis   ecgo  (^)  ==  X ,    exi«ente  z  ftmctione  9a^ 
jmm  ▼ariabilNHH;  A  ^t  if »    Mttegcale  ett  ;i^  ^^^JH^sf  -^  f :  gr,  nM  4b 
YoL  III.  6 
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X  datum,  formula  integpalis  /Xda:  datam  fhnctioncm-  ipshii-« 
dcnotat;  quandoquidem  qonstans  hac  intcgrauonc  ingrcata  in  fiinc* 
tionc  arbitraria  f  :y.  comprchendi  potest. 

eorollarium-    2; 
4ls      Hinc  sequitur  acquationem  differcntialemi 

rcalcm  esse  iwn  possc  ,  nisi  q  sit  functio  ipsius  y ;  quo*  qmdrar 
aum  hac  limitationc  est  intelligendum,  nisi  g  ctiam  inTolTat  qaantft» 
tatem  z  ;  quem  casum  autem  luno  rcmoYcmus. 

Seboli  on. 

4 '2.  Si  cnim  q  ctiam  a  z  penderc  qucaty  acqvatio  dzrXdrr+^du 
rcalTs  erit ,  si  q  fuerit  functio  quaecunque  binarum  quantitatura 
z-^/Xdx  tt  y;  id  quod  hinc  facilllmc  patet,  si  ponatur  z— «/Xdx^u, 
ita  ut  jam  q  futura  sit  functio  binarum  quantitatum  u  et  y.  Tum 
cnim  aequatio  dtffcrcntialis ,  quac  &t  duzzi  pdy ,  duas  tantum  con* 
tsnet  rariabilcs  u  et  ^>  ideoqttc  ccrto  cst  realis ;  ct  quomodocun- 
quc  ejus  integralc  sc  habeat,  indc  semper  u  aequabitur  ccrtac 
ftmctioni  ipsius  y^  undc  fit  uzziz  — /%dx  znfiy^  prorsus  ut'  ante. 

Quoties  crgo  essc  dcbet  (j^rziX,  etiam  nc  hoc  quidcm  casu  cx« 

cepto ,  quo   f6rtc  q  ipsam  quantitatcm  z  implicat,  intcgrale  crit 

z  =.  /X.^x  4-  f  :  y^ 


ncquc  unquam  filia  solutio  locum  habcrc  potest.  Erit  crgo  hoc  inr 
tcgralc  complctum ,  proptcrea  quod  functionem  arbilrariam  involTit, 
id  quod  pro  certissimo  critcrio  intcgralis  completi  est  habcndum. 
Hic  igitur  ad  integrale  compfetura  requiritur,  ut  non  tam  constant 
qjuacdam  arbitraria^  scd  functio  adeo  yariabilis  arbitraria  ingrcdiatur; 

ita  si:  quis  pra  casu  (|^)  =  a^x  exhibcat .  hoc  intcgralc 
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id  tantum  erit  particulare ,  etiamsi  plures  constantes  arbitrarias  Arg 
B,  C,  etc.  ac  fortasse  infinitas  complectatur ;  :?erum  enim  inte^ 
grale  completum 

z  zz:  I  a  o:^  -4-  f  :  j/ 

infinite  Jatius  patet ;  id  quod  ad  sequentia  recte  intelligenda  probe 
notari  oportet.  Occurrent  autem  utique  casus,  quibus  ob  defectum 
methodi  integrale  completum  investigandi ,  integralibus  particularibua 
contenti  esse  debemus  ,  quae  etiamsi  adeo  infinitas  constantes  arbi- 
tradas  comprehendant,  tamen  pro  -solutionibus  particularibus  tantum 
sunt  habenda*  Hanc  observationem  in  sequentibus  perpetuo  me* 
niinisse  oportet ,  ne  circa  integralia  parGcularia  et  completa  .un« 
quara  decipiamur. 

Problema     6. 

43.      Si  z   debeat    esse    ejusmodi   functlo   binarum    yariabilium 

X  tt  y  ^    ut  formula  differentialis  (^K-^nzp  aequetur  «iunctioni  cui* 

piam  datae  ipsarum   x  tt  y  ^    definire   in  genere  indolem  functionia 
4:iuaesitae  z. 

S  o  1  u  t  i  o. 

Sit  y  functio  ista  data  ipsarum  x  et  y^    cui  formula  differen- 
Tentialis  (^)  zizp  aequalis  esse  debet ,    ac  posito 

dz  —:pdx  -+•  qdy 

requiritur  ut  sit  p  ziz  Y.  Jam  ad  formam  functionis  z  inveniendam 
consideretur  quantitas  y  tanquam  constans,  eritque  dzznydx.  In- 
tegretur  igitur  formula  yYdx  spectata  sola  x  ut  variabili ,  quia  y 
pro  constante  sumitur ,  ita  ut  in  hac  formula  unica  insit  variabilis 
X ,  ideoque  ejus  integratio  nulli  obnoxia  sit  difficultati  ,  id  tantum 
cst  tenendum^  constantem  integratione  ingressam  utcunque  involveM 


stf  CAPUT  ir. 

posse  alteram  quantittttenr  y  ^   sicque  pro  Ainetioiie  ^ittcflfta  z  haec 
bib«»ki6ttir  espressiO' 

integrali  jy^x  ita  sumto,  quasi  quantitas  y  esset  constahs  solaqtiCf 
X  Tariabilis ;  at  f :  y  denotat  functionetn  quanicunque  arbitrariam 
ipfms  2^',  ne  exclu^ts  quidem  Ibrmfrs  drsconttnuis ,  quae  ffulfis'  €iS 
fpreraiombu^  atfalyticis  exhiberi»  qtieant ;  atqtte  obr  hane  ipsatti  AnMM 
V  •rbfCrariam'  lAegraiio  pta  complettt'  est  biibemhu 


C  o  r  ol  1  a  r  i'U!tf'     I. 

4'4.  Cdm  y  sit  functio  data  ipsarum  o;  et  ^  ^  formula  inte* 
gralis  yV3a:  erit  etiam  funciio  cognita  et  determinata  earundem 
quantitatem  o:  et  ^  ,  quod  enim  per  integrationem  arbitrarii  ingre* 
ditur,  in   altera  parte  i\y.  comprehenditur» 


C  or  o  1 1  a  r  i  um      2. 


4^1      Hlnrc  etiatn  difFerentialis  ^z    altera   pftrS  ^Sy  ex  varia- 
bfliMt^'   ipsrits    y    oriunda    definitur.      Nam    per    \.    2  8;    est  foHHaft 
/y  d  X  difTerentiale   ex  utraque   varivibili  x  ti  y  ortum 

ybx  +  dyfdx  (^^', 
ae  si  funct^Ionis  i:y  differenliale  indicetur  per  dy^'yt    ^fit 


dz=:Ydx^  dy/dx  (^^  +  5«/  f  :  y- 

Corollarium     3< 

461     Ctinr  ergo   posuerimus    dz  ziz  pdx  -^  ffdy»    sit^ue 
p  =  V,    erit 

ubi  ob  Y  functionem  datam  ipsarum  x  et  y^  etiam  (v-)  erit  fimctis^ 


Sxempltim      1. 
47*      Quaeratur  ejusmodi  functio  z  ipsarum  x  et  y^  ut  sit 


dD 


ditl  ~  i!>\*!x*-^  y:/i: 


Ob    V  z=  ^fy^'^^ ,    erit  fSdx  =/<»»-+-  yyf\    ^O^ 
^e  habeiHus' 

mide  fit 

id  quod  etram  per  regulanr- datam  prbdlt.     Erft  ennn 

3V\  —  xg' 


;) 


S>  yJ  (•»  a;   H-  y  y)S  * 

lunc  sumta  ^  constante 

W  y     ixx-\-yy)^  -^(.xx-^yy) 

■ 

£xeinplum      2. 
48.     Quaeratur  ejusmodi  /unctio  z  ipsdruni  x  et  y^  ut  sit 

dx'  y  {y  y  —  * *)  * 

Cum  sit    V  zn  -TT — 2L- — _      erit' 


hincque 


/y  d  X  —  y  Ang.  sin. -^  » 


z  =  y  Ang.  siri.  y  -h  t  :  y 


cajus.  4liffMM4i«i9   e»  ipsius  gr  variabililate   oriAiHlhffr^^   A  dMoxt^ 


.at                                  CAPrU,T    jll. 
:r-  1  «:=  — ■ ^ ,   etit 

"^       Vay/  "^    V  ^^:^  ~~J y^tfy-xo^  '^^J (S!y-<«c)l' 

/ax ^)  ±=  Ang.  sin.  |  —  7-^y^^,    «t 
7  m  Ang.sin.  |-  ^  y  ^/_:   -^  -f-  ^  :  y. 
Idem  reperitur  ex  dlfferentiatione  epcpressionis  pro  z  iiyrentae 

unde  pro   q::^(^  idem  valor  prpdit. 

IBxempIum     3. 
,49.     Quatputur  ejusmodi  functio  x  jfisarwn  x,et  y^  ut  sU 

9»'  y  (aa  —  j>  —  ««)  * 


/ydx  =  a  Ang.  sin.  yj^r^Jy^* 
rimde  functionis  2  forma  quaesita  est 

a  =  a  Ang.  sin.  ^  ^a'^yy)  "^  ^  '  ^ 
Deinde  qnia 

av\  a  V 


(ay) 


(aa  —  yy  —  0:0?)*' 


«rit 


^/( 


ay  ^ 


0:0?)*        €ia—yy    V  iaa-^yy^xa:) 


eAPUT   m  3» 

ideoquo 

qatt  eadKm  eipressio  edam  ex  ipsa  differenttatione  ipsit»  z  eruktir. 

S  c  h  0 1  i  0  n     f : 

60.  Ih  hoc  calculo  tamen  adhuc  quaedam  incertitudo  relin- 
quitnr ,  qua  yalor  quanticatis  q  afficitur.  Cum  enim  yalor  ipaiua 
arz=/Vda? -f-f:y  sft  d6tenninatu8,  quandoquidem  integrale/Vda: 
reapectn  ipsius  x  ita  fuerit  dettrminatunr ,  ut  pro  dato  ipsius  x' 
Talore  etiam  datum  yalorem  obtineat ;  adeoque  in  ejua  differentiali 
pkno  nulla  incertitudo  inesse  potest,  sed  necesse  est,  ut  valor  ipsius 
p  aeqne    prodeat  determinatus    atque   ipsius  p :    interim   tamen  for<- 

mula  integralis  /d  ^  {jz)  ^on  determinatur ,  sed*  novam  functionem 
arbitrariam  a  priori  non'  pendentem  introducere  yidetur.  Ut  igitur 
talis  sfgnificatus  yagus  evitetur ,  spectari  oportet  conditionem  ,  qua 
integrale   /  Y  d  ^    deterininatur ,     eademque     conditio    in    fOrmulae 

/dx  ^)  integratione  adRiberi  debet.    Nam  ponamus  integrale  /Ydx  • 

ita  capi  ut  eTanescafe  posito  xzira^  sitque  ejus  valor  determinatua'^ 
J^Ydx  zizS  ^    isque   igilur  potentia  saltem  habebit  factorera  a  — a: 

sen  a*  —  a:";   quicum  noir  contineat  y,   etiam  (^  eundem  facto- 

rem  continebit ,  ideqque  (^)  evanescet  posito  x  ziz^. 

Estyero    ©.=  /a:r(||), 

ex  qno  perspicitur,    st^  iotegirale  /Ydx  ita  capiatur  ut  eTanescat.^ 

posito  xzzza^    etiam  alterum  integrale  y*d^  (^;^)  ita  capi  debere^ 

xxL,  evanescat   ppsito   x  ziz  a.     In  allaUs   binis   postremis   exemplia, . 
ntraque  integratia  ita  est  instituta  ,  ut  evanescat  posito  o^zn  0  ,  in 
primo  autem  nuUa  hujusmodi  rcgula  est  observata ;  sin  autem  ean**^ 
dem  legem  adhibeamu8>.  habebimua. 


-..Je  *quidem  etulcpi  «plutip  .^ip^gtt,;  npip  »bi  "r— y  <ff(|^netur  ia 
f  ^  1^,,  et  jbw;  .r— rl  •»  ^t-  :J^'  .^«trinjje  ^iitcm  ,e«  ^ywcnngHj^  le^ 
prior    integratio    determinetur ,    dummodo    eadem   lege   et   in  poste* 


rlori  utamur. 


SchoUon     2. 


H.  Pi:|npipmm  hnjus  4^terp[iin^tiqiii$  icito  iqalUiur  Dlvcove*^ 
xqatf  4t(;que  eleg^a^e  ac  nptfitu  di^no : 

Si  S  ^if  ejusmodi  funclio  binarum  varidbilium  x  et,  y,  (fuap 
tvanescat  posito  x  i±:  a,  fueritque  d  S  zz:  P  ^  o;  -t-  Q  ^  y ,  f um  etiam 
quantitas   Q  evanescet  posito  x  ~  a.      " 

;UQ£[e  slaiv\l  c.olVigitur,  3*1  S  evanescat  ppsito  yzzzb^  tum  etiaiQL 
fipi;i  P  -iz:  0  S|i  pon«ilu,r  y  zzz.  b.  Hic  autem  probe  obseryaoduaji 
^tit  9    .quae  d,e   simi.li   determinationc    binarum   formularum   integraLiu,iii 

fyd^  e,t  fd^(^y)  sivflt  praecepta  ,    tantum  valere    si  valor  a  ipt(i 

X  tribucndus  Xuefit  co;istans ;  neque  etiam  superius  Theoremqi  lo- 
cuni  h^be^,  s^i  verhi  gratia  functio  S  evanescat  posito  x  zzi  y^  in^« 
eniip  neutiquam   aequitur ,    eodem   casu  quantitatem   Q  ei^se  evanitu- 

rara.      Eiiamsi   enim   functio   S   factorem    habeat  x  —  y  vel   x^ — y*, 

(s  s 
3-.)  seu^  Q  eundem  factorera  esse  habi- 

turara,  quemadmodum  usu  vcnit,  si  factor  fuerit  x-^a  seu  a:^~a*, 
Dixi  autem  non  opus  esse,  ut  talis  factor  revera  adsit,  dum  modo 
quasi  potentia  in  functione  S  contineatur.     Veluti   st  fuerit 

Sinia  — 07 -4-!/ —  "/(aa^ — xx  -^yy) y 

quae  ftihctio  posito  xzna  utique  evanescit,  etiamsi  neque  factorem 
a?  —  a  neque  a;*  —  a*  contineat  ;    simul  yero  ctiaoi' 

asx  j y 


0? 


i 


t^  {••  —  aar  a}^  y  ^^ 
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posito  X  zzi  a  evanescit.  In  hujusmodi  crgo  calculo  ,  quo  in  hif 
problematibus  utimur,  ubi  integrale  formulae /V^a:  exhiberi  dcbct, 
id  scmper  ex  duabus  partibus  compositum  spcctamus ,  altera  indc* 
terminata  per  functionem  f:y  indicata,  altera  autem ,  quam  proprie 
per  yV^o?  exprimimus  ,  determinata  ,  quae  scilicet  posito  oc —  a 
evanescat  j  hicque  semper  perinde  est  qualis  constans  pro  a  l^aa- 
sumatur,  dum  discrimen  perpetuo  alteri  parti  indeterminatae  in- 
volvitur. 

Problema      7. 

62.      Si  z  debeat  ita  determinari  per  binas  variabiles  x  et  t/,' 

nt  formula  differentialis   (t~)  zm  p    aequatur  datae    cuipiam   functioni 

ipsarum  y  ct  z^  quae  sit  Y  ,  definire  in  genere  indolcm  functionis 
s  per  X  ct  y. 

S  0  1  u  t  i  o. 

Cum  posito    dzzzzpd^ -h  gdyj   sit  ;?  — V,    si  quantitatem  y 
pro  constante  capiamus,  erit  dzz:iiYdxj  ubi  cum  V   sit   functio  datd 

ipsarum  y  et  s,  et  y   pro    constante    habeatur ,    aequatio   -^- ~aJ8 

erit  integrabilis,  ex  cujus  integratione  completa  oritur 

f  ^  —  X  ^  £  :  y , 

qua  aequatione  relatio  inter  ternas  variabiles  x,  y  et  z  ita  in  ge<» 
nere  exprimitur ,  ut  ex  ea  z  per  o:  et  ^  dcfiniri ,  indolesque  func* 
tionis  z  assignari  possit. 

Quodsi  hinc  alteram  quoque  difTerentialis  partem  qdy  Ku  fnnc* 

tlonem  q:zz(jz)  indagare  velimus,  ponamus  intcgrale  y -^9  ^bi  y  Qt 

constans    spectatur ,    ita    capi   ut   evanescat   posito  zz^c^    eritquc 

^ntitatem  J  y  denao  difierentiando  nt  cUam  y  TariabUit  ftttnnMtar 

Vol.  ML  « 
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ubi    in    integrali  f^  (g^)  quantitas    y   iterum  pro    constante  habe- 

twr ,    hocque  integrale  ita  capi  debet ,    ut  posito  zznc    evanescat, 
Quo  facto  cum   aequationis  inventae  differentiale  sit 

pro   forma  proposita  habebimus 

uncTe ,  quantitas  9  innotescit. 

Corollarium      1. 

53.  In  hoc  problemate  facillime  definitur,  qualis  functio  quan* 
titas  X  futura  sit  binarum  reliquarum  j/  et  z  ,   cum  sit 

^  —  S^^   —   f  :  2/, 
siquidem    V    per   y  tx.  z    detur.     Perinde    autem    est  sive  z   per  x 
ct  y,  sivc  X  per  y  ti  z  determinetur. 

Corollarium     2. 
5  4.      Cum   relatio    inter   ternas   variabiles    x,   y  ti  z    ita  sit 
determinata,  ut  fiat  (^)  n:  V    functioni  datae   ipsarum  y  ct  z,   ob 
^xzzz-^  sumto  y  constante    crit   x    ejusmodi  functio  ipsarum  y  et 

*..  ut  «t  dD^v'  'd^*>q"«  (aI)-(|-D  =  *- 

S  c  h  o  1  i  o  n. 

55.  In- genere  autem  quaeounque  relatio  inter  ternaa  varia- 
biles  Xf  y  tX  :^  proponatur ,  unde  unaquaeque  per  binas  reliqua^ 
determinari    et    tanquam    earundem  funotio  spectari   possit ,    semper 

^ -)  •  (da)—  *•  .  Ponamus    enim    aequatione    illam    relationem 
exprimente  differentiaia  prodire 


.  t     'f 


*     Ui     ..t 


CIAP.UT     H.  4S 

.tPdae  _f-  QD^  -f-  R3s  z:±  e,  < 

/!(:   manifestum  est  sumta  ,y  pro  constante  fore 

Pda;-f-Raz—    0, 

ideoque  tam    (j^)  z=:  "^^    quam  (J^  ~  ^^^ ;    simile   autem  mpdo 
^tit 

unde  propositum  palct,  etiarasi  relauo  inter  plures  tribus  variabiles 
locum  habeat.  Caeterum  hic  ca^u? .  a  praecedentibus  difFert ,  quod 
hic  natura  functionis  z,  quatenus  ex  binis  reliquis  x  tt  y  formatur, 
non  explicite 'exhibeatur ,  sed  per  resolutionem  demum  aequationis 
inyentae  definiri  debet,  cujus  rei  aliquot  exempla  evoluisse  juyabit. 

Exemplum      1. 

k 

66.      Quaeratur   ejusmodi  functio    z  ipsarum  x  et  y^    ^  ^. 
\dxf « 


Cum  ergo  sil  3s  z=  — ,    erit  y  pro  constante  aumcndp 
zdz  zz:  y^  X    et    |zzir:  xy  -[-  f:y. 
Pro  q  inveniendo  differentietur  haec  aequatio  generaliter 

zdz  nz  yd  X  ^  xdy  -\-  dy^  :y  ^ 

critquc  ': 

quod  idem  per  regulam  datam  reperitur.  Nam  ob  V  iz:  ^ ,  crjt 
y  -^  —  ^ ,  integrali  ita  sumto  ut  cvancscat  posito  s  ==:  0  ;  tum 
vcro  ob  (l^)  zr  \  ,   crit 

VV    \d  y)    J  yy    a^^' 

eadcm  integrationis  Icge  *obscrvatft#     Hinc  fit 


H  CAPUT     IL' 


qute  expressio  cum  praecedente  convenit;  ex  comparatione  cnlm  ftl 


a7  +  f^:y  =  ^4-t/r:y. 


unde  X  aequatur   ut  ante  quantitati   —  una  cum  funetione  ipslui  y. 

Hoc    tantum   notetur ,    quod  ad   consensum   perfectum   bic  pro  f :  y 
•cribelrc  debuissemus  y(:y* 


y,    ut  sit  ^)   -  ^i>>  - -) 


£xemptum2. 
67.     Quaeralur  ejusmodi  functio  z  binarum  variabilium  x  tt 

Cum  ergo   sit 

dx  V  (yy  —  « a)      '  -^ 

irtimta  y  constante  fit  ' 


X 


3-  =  rvT^y  ='  •■"«0 

—  y  —  /(yy  —  sz).—  f:y, 
unde  Yrdssim  differeiuiando   oritur 

a  z  :rz  ^J-^2LJ^-) -^- ay  [|.  ^  ^  (^^;^^ 
Pcr  regulam  autem  datam  ob  V  —  >i(>J'— ''»)      gst 

-y—y  —  V  ^yy  —  ^^)» 

'in^egrali  ftasumto  ut  evanescat  posito   iriz  0,     Jam  vero  est 


•    —  — : et 


(zL 

\?y 


yz 


hlnc 


/       s  /  itjy  —  sz;        YV  Vd^y       {yy  —  *8>«  * 


3«    /dV\   y 


J  vv  Nay  "Ty {>>«—»»)        *.» 


•  f. 


i» 


CAPUT     II.  4  9 

integrali  eadem  lege  Aumto.     Quocirca  coUigUur 

prorsus  nt  ante. 

FroblemaS. 

58«     SI  z   ita  debeat   determinari  per  binas    yarlabiles    x  ct 

y,  nt  formiila  difFerentialis  (j^)  ~  p  aequetur  funciioni  cuipiam   da* 

tae    ipsarum   o:  et  s ,    quae  sit    —  V  ,    definire    in  genere    indolcm 
fanctionis  z  per  x  et  y. 

S  o  1  u  t  i  o. 

Ponatur  dz  ziz  pdx -+- qdy y  et  cum  sit  p  niV,  sumatur  quan« 
titas  y  constans  ,  eritque  dz  —  V^.r  —  0 ,  quae  aequaiio  duas  tan- 
tum  quantitates  variabiles  x  et  z  contincns  ,  integrabilis  reddetur 
ope  cujusdam  multiplicatoris  ,  qui  sit  zn:  M  ,  ita  ut  M^z  —  MVdx 
sit  difFerentiale  verum  cujuspiam  functionis  ipsarum  x  et  z  ^  quac 
functio  sit  zn  S ,.  quantitatem  y  non  involvens.  Ex  quo  aequatio 
nostra  integralis  erit  S~f:i/,  unde  indoles  functionis  s.  qucmad- 
xnodum  per  x  ct  y  determinatur  ,  innotescit.  DifFerentiemus  hanc 
aequationem  sumto  praeter  x  et  z  etiam  y  variabili ,  eriique 

dS  —  Mdz  —  MYdx  zz:  ^.yf  :  y  ,    seu 

dz  —  Ydx  -^-^^^  -y  y    ita  ut  8jt  7  zz:  -i^^  f^ :  y. 

Corollarium     il 

59.  Multiplicator  ctlam  M  formulara  dz  — Ydx  integrabilem 
reddens ,  quantitatem  y  non  continebit ,  quia  in  functione  data  V 
non  inest  y.     Statim  autem  hoc  muUiplicatore  invento^  Yalor  ipsius 

q  ZH^  i^  \  y  colligitun 


4j6  C  A  P  U  T     II. 

Corollarinm      2« 

6  0.  Si  forraulae  difTerentialis  Md^  —  MYdx  integrale 
fuerit  S  functio  ipsarum  a:  ei  z  ^  pro  solutione  probfematis  habebi- 
mus  Sziif:f/,  unde  patet  constantem,  quam  quis  forte  ad  S  adji- 
cere   voluerit ,  jam  in   functione  arbitraria  f :  y  contineri. 


'C 


Exemplum      1»  -        *       - 

6 1 .      Quaeratnr   ejusmodi  functio   z    ipsarutn  x  et  y  ^    ut  sit 

(d  z\     n  z 

Posito  dz  —  ~  H-  gdy,  surato  y  constante  crit  5z—  ^  —  0, 
qua^  aequatio  per  ~  multiplicata  fit  integrabilis^  ita  ut  sit  multipli- 
catpr  M  zn  ~  ,  hincque  integrale  S  znlz  —  los  :  ergo  aequatio 
iioslra  integralis  quaesita  erit  l ^j^zzz^iy;  unde  etiam  -^  aequabi- 
tur  fu)ictioni  cuicunque  ipsius  y^  ita  ut  sit  zzizx^fiy. 

Excmplum      2. 

62;.      Qua^ratur    ejusmodi  funclio    z    binarum    variabilium    x 
et  y^  ut  sit  formula  diffcrentialis  (||)  —  nx  —  z. 

Posito  6z-zz.{.nx  —  z)9^-f-7dy,  sumto  y  constante  erit 
ds  -4-  zda-  —  nx^x  zzl  0  ,    quae   ope    muUiplicatoris    M  rz  e*   dat 

S  ~  c*z  —  n/c*a;3a:~c*z  —  nc*a:-4-ne*; 

undc  aequatip  quaesitam  relationem    inter  x^  y  et  z   exprimehs  e«t 

«*z  -r.ne?ar-j-<  n«*  rr  f;  y,    sire 

z  =  n  (ar  —    1)   -f-  «— *  f  :  y, 
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jum   vero  crit 

Ex  e  TTi  p  1  u  m      3. 

63.      Quaeratur    ejusmodi  functio  z  binarum  variabilium   x  et 
y,   ut  sit  formula  differentialis  (||)  ~  ——^  • 

Ponatur   ergo   dz  —  ~~,  -+- gdy ,    et  posito    y   cohstante 
quaeratur  integrale  hujus  aequationis  difFerentialis 

dx  X  a  X ^ 
^             X  *  -f-  z  a    "  » 

quae  integrabilis  redditur  ope  cujusdam  divisoris ,  qui  ob  homoge- 
neitatem  repcritur  scribendo  a;  et  z  loco  differentialium  d^'  et  dz^ 
ita   ut   hic   divisor  sit 

xx%         z* 


^ 


XX  -I-  a»  XX  H-  »a 

XX-+-2i3S 

Z' 


hincque  multiplicator  M  zz:  — ^, —  .      Quare  erit 

^ZZ  *  ' 

unde   aequatio  nostra  quaesita  erit 

Iz    —   -^  =:  r  :  7/    et    n  =z *-—  ('  :  y  , 

^zz  ^  '  xx-f-asas  ^  ^ 

cx    qua    cum    posito    Iz  —  j^  zn  u    sit    u  nz  f :  y  ,    etiam  vicisslm 
concludi  potest  fore  y  —  f:u» 

ProblemaQ. 

64.      Si,  z    ita    debeat    detcrminari    per    bintis    variabiles  .r  et 

y,    ut  formulra    diffex^entialis    (^)    acquetur    functioni    cuipiam    datae 

omnes  tres  variabiles  x^  y  oi  z  implicanti,  quae  sit  rziV,  definire 
in   generc  indolem  functiotiis  z  per  jC  et  ^. 


U  CAPUT     II. 


S  o  I  u  t  i  0« 


Cum  Bit  BzziiYdx  --hqdyy    «»   sumamus  y   constans »    eril 

3a~V()^,  quae  ergo  aequaiio  duas  tanlum  continet  variabiles  a:  et 
s,  litteram  aulem  y  functione  V  inTolvens.  Dabitur  ergo  muhipli» 
cator  M   hanc   aequationem  intcgrabiiem  reddens,  ita  ut  sit 

MDz    ~    MV  d^  ^  5S, 
lindc  aequatio   intcgralis  rclationem  inter  x^  j/et  z  exprimcns  erit 

S  =:  f  :  y: 

uci  S  crit  functio  certa  ipsarum  a;  ,  j/  et  2? ,  fierique  pctest  iit 
etiam  M  omnes  has  tres  litteras  comprehendat.  Convenit  autem 
functioni  S  per  integrationcm  inventae  valorem  determinatum  tribui, 
quoniam  pars  indctermin^ta  in  functione  arbitraria  f :  y  inclucji- 
tur.      Ponamus    crgo    S  ita    capi ,    ut    evanescat   si   ponatur  x  zz:  a 

Ci   ZZZLC. 

Quod  si  hinc  aequationis  difTerentialis  propositae  alteram  par^ 
tem  q^ij  invenire  velimus,  difTercntiemus  functionem  S  Sttmto  etiam 
y  yariabili ,    sitquc 

9S  =:  Ma^  -•  MVaa:  -^  (^ldy  —  dyf  :y, 
ubi  cum  slt 

^x)  -—  Kdy)  ^^^  Kdiu  —  —  yrayOf 

erit  sumto  iterum  y  constante 

quae  formula  certo  erit  integrabilis.  Capi  autcm  Q  eadem  lege 
debet ,  qua  S  surosimus ,  ita  ut  cvancscat  posito  xzna  et  zzzic^ 
ttque  inventa  hac  quantltate  Q^    cum  habeamut 
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dz  zrzYdx  —  S|2  4.^  f  :  y,    erit 


Haee  determlnauo  Isto  nititur  fuhdflTtiefito,  qubd  sl  S  fuerit  ejusmo- 
■di  functio  ipsarum  x,  y   et   z ,   quae  posito  a?  ~  a  et  z  :^  c  eva- 

ncscat,  etiam  formula  difTerentialis  (t— )  eodem  casu  evanescat. 

Corpllariura      1. 

65.     Reducitur    ergo    resolutio    hujus    problemaus    ad    integra- 
tionem  aequationis  ditFerentialis  .     .  • 

d  z   —   V^  X  zzz   6  j 
in   qua  quantitas  y  ut   constans  spectatur ,    etiamsi  V  contineat  ora- 
nes    tres  litteras  x^  y  et  z.      Dabitur    ergo    utique    multiplicatur  M, 
qui  hanc   aequationem   integrabilem   reddat ,    ut  sit 

M  a  z    —    M  V  a  a:   —  9  S  , 
existente  S  certa  quadam  functione  ipsarura  x^  y  ei  z. 

Corollariura     2. 

66.  Invento  autem  hoc  multiplicatore  M  indeque  integrali  S, 
quantitas  z  ita  per  binas  variabiles  x  et  y  deBnietur  ,  ut  sit 
S  ~  f :  f/  3  ubi  f :  y  denotat  functionem  quamcunque  ipsius  y  sive 
continuam  sive  etiam  discontinuam,  ob  cnjus  naturam  integratio  pro 
completa  est  habenda. 

Corollarium      3. 

6  7.  Cum  hoc  modo  relatio  inter  s,  a;,  ^,  fuerit  definita, 
erit  ea  ita  differentiata^  ut  omnes  tres  litterae  Xy  y  et  z  variabilcs 
sumantur 

ubi  quantitas  Q  ex   suo  differentiali 

Vol.  III.  T 


50  (Jajut  n. 

definiri  debet,  surata  y  constante,  intigrationend  ita  Uttnperandoy  ut 
sl  ^  evaaescat, casu  xZLa  et  zzzc^  etiam  Q.eodem  oasu  evanescat. 

Scholion» 

6  8»      Hic   ergo  ad   insigne  hoc  Theorema  dedueimur  r 

Quod  si  /iierit  S  ejmmodi  functio  ipsarum  x^  y  et  z^  quae 
wanescat  ponendo  x  tzza  et  z  m  c ,  tum  etiam  pro  tadem  posi^ 
tione  /brmulam  u— )  esse  evanituram^ 

Veluti  si  fuerit 

■ 

S  zz:  kxx  -|-  "Rxyz  -j-  ^zz  —  kaa  —  ISacy  —  Qce  y 
crit  (l^)  —  Bxz  t-  Bac , 

quarum  utraque  e^ressio  casu  x  zzz  a  et  z  ~i  o  evanesfcit.  Pluri- 
bus  autem  hujusmodi  exemplis  evolutis  veritas  Theorematis  ita  pa- 
tet ,  ut  demonstratio  solennis  non  desideretur.  Interim  hujusmodi 
functia  sempery  quantitates  solam  y  continentes  a  reliquis.  separandoy 
ita  evolvi  potesty  utin  talem  fbrmam  transmutetur 

S  =:  VY  4^  QY'  ^  RY^/  +  etcr. 

4 
S  ' 

ubi  per  h^pothesin  F,  Qy  R,  etc.  sunt  functiones  ipsarum  x  et  z 
tantum ,  et  tales  quidem  quae  ponenda  x  ziz  a  et  zzzLc  singulae 
evanescant      Hinc  jam  perspicuum   est  fore 

quae  fbrma  manifesto  sub-  iisdem  eonditionibus  evanescit^  Quomo- 
rfa^unque  auteRi  funtotio  $  hat  teddle  praeditn  fueril  complicata, 
tam  formulis  irrationalibus  quam  transcendentibus  ,  cam  s^mper  in 
ejusmodi  formam  evolvere  ticet,  quae  eti&i:  in  infinitum  progrediatur, 
ILaec  demonstratio  tamen  vim   suam^.  retiiiet.. 


•  I 


CAPUT.IJ.  ^i 

£x«mp  lum  '^  1. 


69.  Quaeratur  yusmodi.Junctio  zduarum  variabilium  x  el 
t/,  ut  sit  formula  differentialis  (||)  z=z~-*  , 

•z  'zzz:^  ^  -f-^^y,  et  sumta  y  constante 
habebitur  aequatio  9s  —  ^  —  0  ,  ut  sit  V  =  ^ ,  pt  multipUca- 
tor  erit  M  zi:  4"  J    wnde  fit 

c    - 7  ^    yjc  H-  flg 

et  aequatio  integralis  completa  functionem  z  determinans  erit 

Porro  ad  quantitatem  q  inveniendam  ,  ob  M  nz  —  et  M V  zz: — , 
crit  3Q  —  0  et  Q  n:  0  ;  unde  fit  g  ziz  zf^  :  y.  Hic  idem  autem 
yalor   ex  differentiatione   aequatjonis  inventae  eruitur,  quae  praebet 

^^-^  —  dyi^.y,    ideoque 

dz  zzz  "^ -h- zdy f' : y  ,  ita  ut  sit  qzizzf^  ii/. 

Exemplum     2« 

70.  Quaeratur  binarum  variabilium\x  et  y  e^usmodi  JuncUo 
^.    ut  ^"  (^D=i4r^^ 

Cum  sit  V  n  ^^-^ ,  habebitur  sumto  y  constante  haec  aequatio 


ad    cujus     multiplicatorem    inyeniendum,     uaultiplicetur     prlmo    p^r 
a:  ^4-  :5  ,    ut  prodeat 

xbz  +  zdz-^y^pczz.  0  ^  seu  3a:  —  ^  zn  ^i 
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quac   multiplicata  per  e      y    nrfegtabilis  cradit ,    proditque 

tf      y)x±zfe     y 'y'Z^  ^  e^  ^^z^+^fe     73st^    ' 

hincque  .      *.. .. 

i^  'y  x-zn  —  e^  H  z  —  y  e"^  ">  ^  e. 
Quocirca  erit  multiplicator 

M  —  (a:  -I-  3)  .  —   "y    •  ^     b    —  —  — ^ —  e      >  ,    ct 

cx  quo   aequatio  integralis  coraplcta   erit 

€      y  ix  -4-5  -+-2/)  —  c      :y  (a  -H  c  4-  s()  iz:  f :  y. 


•  * 


Nune  porro  cum   sit  MV  —  —  e      jr' ,    erit 


Z  .  .  :  Z, 


0='    Htf  -  ^r-') = '    '  cx  -H  ^)  c,i  -  a.  « 


Z 


-K— )  _  —  e      >   .  -^--  ,    hincque 


3  .MVn  ■  jj       ^  a 

djy     /  y  y 

stuntO;  ^  constante  ,    unde  inlc-gvando   obtincbitur 

^  ^»  y        yyy  ^yy  y        yy^  * 

binc 

2 —  C  % 

ita   ut  sit 

Aequatio   autem    invcnta  si   difFei^cntietur  dat 
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,.    .  ^^-        -.,..„. 


undc  idcm  prorsus  valor  prb  7  coneluditur. 


£  X  e  mp  lu.m      3. 
7 1 .      Quacratur  binarum  variabiUum  x  et  y  ejtismodi  functio 

Z,    "<    Slt    (^)   __J^-p^. 

Posito  B  3  —  ^^^-^-^  5  a;  -4-  ^  3  y ,  sumatur  quantitas  y  c«h- 
«tans ,  et  eum  sit  dz  —  C2:>ih55)Jf  —  q  ,  evidens  est  multiplicato- 
rem   idoncum  essc   M  ~  — -. —  ,    unde  cum  sit 

yy  -4-2»  yy  -+-  xx  > 

crit   per   intcgralioncra 

S  =  A  tang.  I  -A  tang.  f  -»-  C  =::  A  tang.  g=g-  -  Atang.^^*^^, 
et   functio  quaesita  z  hac  aequatione  definietur 

A  tang.  ^%-*>   -   A  tang.  ^-"-^^  =  f  :  y. 
Cura    porro   sit  MV   —   — % — ^    crit 


hincque 


.BH\    _^^_—yy        .    /^.MV\    XX  —  yy 

^d  y^  (yy-^zz)*       ^  ~dy  J  —  (yy-hxx/  ^ 

(yy-hzz)*  (yy-h-xx)*   » 


sumto   y   constante.      Ergo 


O 


" t .    t      I -   -     , 

yy -f-  zz      »^  yy-hxx  . 7*     yy  4- cc  j^j H- aa  ' 

^^   7  — "31 —     >   qui  idcTO  valor  etiam  ex   differcntialione  prodit. 
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Caeterum   cum    constantcs    a   et   c  pro   lubitu    accif>i    queant , 
sumtis  iis  nihilo  aequalibus  ,    seu  saltem   c  ZH  a  ^    erit  acquatio  in- 

tegraiis 

tang.    yy^^    —  I  .  y, 
unde  erit  etiam 

« 

y  (z  —  x)  i» .  ..   ^4.  yy  -^  ^^ 


yy  H-  xz 
quae  functio  ai  dicatur  Y  habebitur 

yy  H"  xY 


f  :  y    et^^F  =:  f  :  y, 


S  c  h  o  I  i  o  n. 

72.  Vix  cpus  est  notari,  saepe  fieri  posse,  ut  fiolutio  hujus- 
modi  quaestionum  superet  vires  analjscos ,  qiiando  scilicet  aequatio 
dtfFerentialis   resolvenda   artificiis  adhuc   cognitis  ihtegrari   nequit.   Ve- 

luti  si  proponatur  casus  {—^  ~  — ^ —  ,    unde  sumto  y   constante 

fieri  debet  yydoo  zzz  xxdz -{^  zzdz  ^  cujus  integrationem  nondum  ex- 
pedire  licet.  Interim  quia  integrale  per  seriem  exhiberi  potest, 
modo  id  fiat  complete,  etiam  solutio  per  seriem   obtinebitur.    Fosito 

scilicet  X  zzz  ^^^~  >  ^*  sumto  elemento  dz  constante  ,  oritur  haec 
aequatio  differentio  -  differentialis 

y^  dd  u  -f-  uz  zd  z^  —   0, 

unde  per  series  integrando  reperitur 

ubi    pro    A    et  B    functiones    quaecunque    ipsius    y    accipi    possunt. 

A 
B 

^ ^yy f :  y  -  (j^,  -  ~-,  h-  etc.)  -^  yy  (l  -  g,  -^  ^j^  --  etc.) 


Quare  si  ponatur  —  =:f:y,    erit 
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qua  aequatlone  functia  quaesita  z  per  binas  variabiles  o?  et  t/  ge* 
neralissime  exprimitur*  Quoniam  crgo  methodos  aperuimus  aequa- 
tiones  differentiales  quascunque  per  approximationes  integrandi ,  id- 
que  complete  ;  his  methodis  irf  siibsidium  vocandis  ,  omnia  probFe- 
mata  huc  pertinentia  saltem  per  approximationem  sesolvi  poterunt. 
Caeterum  in  hac  parte  Analjseos  sublimiori  resolutionem  aequatio- 
num  differentialium  ad  priorem  partem  Analysis  pertinentium  pro 
"concessa  assumere  possumus,  omnino  uti ,  quo  iongius  in^Ana* 
lysi  progredimur ,  ea  semper  quac  ad  partes  praecedentes  perti- 
nent,  etiamsi  noa  penitus  sunt  evpluta,  tanquam  confecta  spectarcr 
solemtts. 


CAPUT  ra. 

DB 

RESOLUTIONE    AEQUATIONUM    QUIBUS     BINARUM    EORMU- 
LARUM  DIFFERENTIALIUM  ALTERA   PER  ALTERAM 

UTCUNQUE   DATUR. 

Fr  o  b  le  ma      10. 

73. 

Si  z  ejusmodi  esse  debeat  fanctio  binanim  variabilium  :c  et  ^ ,  ut 
formulac  differentiales  (^)  ct  Q^)  inter  se  fiant  aequales ,  indolem 
istius  functionis  in  genere  determinare. 

S  o  I  u  t  i  o. 

Ponatur  (|i)=/>  et  (^)  =  g,  ut  sit  dz  —  pdx  ^q^y, 
haccque  formula  pdx  -^  qdy  integrationcm  sponte  admittat.  Quo- 
niam  igitur  requiritur  ut  sit  qzzzp^  erit  dz  zizp  idx --^-dy)  ,  ct 
posito  X  +  y  'zzi  M,  fiet  dz  zzz  pdu  ,  quae  formula  cum  debeat  csse 
per  se  integrabilis,  necesse  est  ut  p  sit  functio  quantitatis  variabilis 
M,  nullam  praeterea  aliam  variabilem  involuens  ;  hincque  integrando 
ipsa  quantitas  zzzzfpdu  aequabilur  functioui  ipsius  u,  seu  prodi- 
bit  sirzf:^,  quae  functio  oranino  arbitrio  nostro  relinquitur ,  ita 
ut  pro  z  functio  quaecunqne  ipsius  u  sivc  continua  sive  etiam  dis- 
continua  assumta  problcmati  satisfaciat.  Quare  cum  sit  uzizx^y^ 
crit  pro  solutione  nostri  problematis  s  zn  f :  (ar-f-y).  Quae  forraa, 
quo  facilius  appareat,  quomodo  conditioni  pracscriptae  satisfaciat, 
fit   d  .  f :  w  izi:  D wf  :  u  ,    ideoque   ob   u  zzz  x  -^--y  erit 


CAPUT    18.  If 

lileoqtfe  it 

i''.(x^y)  ct  (||)=:5r==f:(x-f.y), 

•taiat 

C  prp  I  larium     1. 

t4.  Quaeounqtie  ergo  functio  quantita^  X-^y  fonaetnr,  «t 
|MA»  z  iissimta  pra^scriptam  habfbit  praprietatem ,  ut  ait  (jr^)i3(^« 
TaleM   ^viem   fanettoiiem   indicamug  ligao    f :  <«  ^  S^)  >    ita  «t  «it 

Corollarinm     2. 

76.  Geometrice  haec  solutio  ita  referri  potest.  I)e8cripta 
super  axe  linea  curva  quactmque  sire  negulari  sive  irregulari,  ai 
abscissa  exprimatur  per  oc -^y^  applicata  semper  idoneum  Talorem 
pro  functione  z  exhibebit. 

CorPUarium     8« 

76.  Universalitas  hujus  sohKionis  per  iBtegraCionem  tmtm  it 
hoc  consistit,  quod  quantitatis  x^y  functioi^em  qpalemcui^que  sive 
fOntippaip  sive  etiam  discontinuam  pro  z  invenerimus ;  quippe  quae 
99ii4iUfini  prpblematis  semper  satitfacit. 

S  cli  0  li  0  n    1. 


77«     Fundamentutn  «ottitienis  lioc  silitiir  prtDcipio,   tpiod  Uf' 

^ia  .di^efentians  pdft  inAPgp-abilis  «gs^  piequeat,    pisi  /qau^i^s  p 

mi  iiiqotio   jp^  ^^    vel  yJcisaim  u  iwf4io    ipsius  p,    jjt»  |ii  jDtji,l|a 

«iM    T4^a]ii^Uf   iD  «(ivpviV9>  iii^diattu*.       ^uin  tiikm   ^Ji^*f9»%^^ 

Vol,  III.  « 


6B  CkFVTi  iin 

^eriVp  fulietio  ipBra»  u^  integrj^l^  fii^i  actu .  exfaiberi:^  ^semper  Itamen 
concipi  potest ;  si  enim  u  denotet  abscissam,  et  p  applicataxn .  cwr 
Tae  cuj.u8cunqjue  sive  regularia  sive  irregularis^  qua  ratione  ntique 
iunctio  quaecunque  ipsius  z  in  sensu  latissimo  repraiesentari  poteat^ 
ejus  curvae  area  fpdu  praebet  Talorem  formulae  integralis  /phu^ 
quae  iterum  ut  functio  ipsius  u  spectari  potest ;  ex  quo  Ticia^ai 
functio  quaecunque  ipsius  u  naturam  formulae  integralis  fp  d  u  ez» 
haurit.  Quod  autem  functio  quaecunque  quantitatis  a:-4-y  pro  z 
aasumta    satisfaciat  conditiom,    ut  in  <iifferentiali    dzz:rpda;.<-|-qrd2^ 


fiat  pzzzfi^    seu  (^)  —  (5^), .  ita  per  se  est  perspicuum,  .  ut  JUii«: 
atracioneper  e;ietnpla  nonegeat.      Si  enim.  vejrbigratjia  ponabir     r 

erit  differentiando 

qui  Talorea  inter  ae  utique  sunt  aequales. 


i; 


c  h  0  i  1  o  n      2. 

78.      Cum  z  sit  functio  binarum  Tftriabihum  x  et^,    ac  po- 
iiatat  d  «  zn  p  3  or  -f-  7  3  y ,  iit  sit 

in  hoc  capite  ejusmodi  quaestiones  CToluere  est  propositum,  in  q^ui* 
bus  aequatio  quaecunque  inter  p  ti  q  praescribitur ,  in  quam  i*efi^ 
quarum  Tariabilium  a?,  y  et  z  nulla  ingrediatur.  Proposita  erga 
aequatione  quacunque  inter  blnas  fornuilas  p  et  qr  et  constantef^ 
-quaeiri  oportet  indolem  functionis  z  binarum  Tariabilimm  ^  et  y^ 
'ut  fbrmulis  inde  per  differentiationem  natis  p  zzz  (-^)  et  g  nz  j[yj) 
praescripta  illa  conditio  conTcniat*  Quam  tractationem  quidem'exom 
iiimus  &b  exemplo  aimJ>Kcissimo  pzzzq^   cujua  sohitio  etiara  ope  prim 


*  • 


CAPUT-  IIL  69 


•     •• 


^.^»  Xfi^dff  «zpositi .  confici  potest.       At  vero  ide 
cit  problemati  sequenti  latius  patenti  resolvendo. 


Problema      11« 


St-«  jejnsQiodi  etse;  (^b^at  fonptio  biaarun  yariabnium 
jc^  ct  y,  ut  fiat  ct  (||)  -f-  (3  (l^)  =z  r,  indolem  istius  itocUpnis:,;} 
In  genere  definire..         ,<      .  ^  i^ 


S  olutio; 


•.      •■.—,. 


,.    T^mo.  dzzzzp^  v.-^^qdi/t  requiritur  ut  sit  a^-nPymy. 

Hinc  cum  sit  q  zrz  ^^^— ,    erit  . 

quam  formulam  integrabilem  cSse  oportet.  <!um  autem  pars  Zdy 
per  sc  sit  integrabilis,  altera  pars  etiam  integrabilis  sit  necesse  est; 
unde  pQsilo  j3 -a?  —  cty  ziz  m,  ut  altera  pars  fiat  S-  3  u,  evidens 
est,  p  fuQctionem  esse  debere  ipsius  u,  indeque  etiam  integrale 
proditurum  essc  functionem  ipsius  uiz:|3^— ^flty.       Quare  ponamus 

/pC^da:.—  a3y)  =:f:(pa;— ay), 

eritque 

actt  aequatio  quaesita  indolem  functionis  z  determinans  erit 
•.p3|=  Y^  +  f:(|3a7  —  flty), 

dtMtMtte  sigflro  f:  /uilctioncm  quamcunque  sive  cbntinuam  sire  discon* 
tinuam  formulae  sufBxac  ^x — ay.  Atque  indicandb  Ibrmidae  f^tt 
dificrentiale  per  duf^  lu^   erit  ^    ^ \, 


6d  eAPTJT   im 

unde  namfesto  resulUt  a/^-j^p^  ^  ri:  y» 


Coroli&rlum     <. 
SO.     EodMtt  solutfo  recKt^  al  pv»  p  ejti»  ndoce»  pim 

hineque  eodem  modo 

Etsi  ^nim.  hacte  fotnia   ar  praccedeirte  diflfenir  vHeturv    tlrmefft 
co  reducitur,    ponendo  ibl 

quae  forma  utique  est  functio  ipsius  ^x^-^  a,tf^ 

Coxollarium     2» 


'81.  Si  crgb  In  foma  d  z  :zz p  l^ ixr  -+- qd  tf  debeat  esse 
p-^q—ty  x>\>  azzLl,  |i=ii  et  Y=li^  solutio  huc  rtdft, 
vrt  fitt 

stn  y  -4-  f :  Ca?^=—  y>. 

Constructa    ergo    curva  cjuactiiiqtte^    sl  abeoisne  or-vy  Tdspondeat 
applicata  v\   erit  z  zz:  y  -h  t^^ 

Scholionr. 


82»  Si  i\m  prbpbnatur  relatib  Ihter  p  et  qj  e^dem  methroda 
aolutionem  obtinere  non  licet ;  sed  atlo  principib  «ti  conrefiit ,  cujus 
qttidem  veritas  ex  primis  calcuii  iate^o^  lAm^t»  «s^  xnmimim' 
Kctaci  acilicet  oportet  esse 

fpdxz^zpx-^/xdp^^ 


.  '.> 


CAPUt     m»    "  61» 

iU  ut  dtfm  ifit  ' 

futunim  sit 

«  — par-p^y — /(.xdp  -\^yd q">. 
Quomodo  autem  hoc  prii¥cipiuib    ad  sotutiodent  liii^smMdi  quaeatiD*' 
num,  quae  ad  hoc  caput  sint  refereodae,  appHcandum  sit^  in  sequenc- 
tibus  probrematibu»  docebjtnr. 

Pro&tems     £?. 

gS.  Si  5?  ejusitrocJl  esse  debeat  fiinctior  bmanim  tilrmbtlittWf 
sc  et  y.  ut  posita  d^  zzHpd  x  --^  qdy\  fitt  /^^rxlr  i»dol^ra 
istius  fu]ictioni&  z  in  gencre  definirer 

S  O  I  U  t  1  Or 

JIx  |iiTnoipia  mte  staWito  jaotemus  fore 
Cum  jam  oh  pq~i    sit  q  —  ^,  erit 

Integrabilis  ergo  esse  debet  haec  forma  y'(^*-~  A.)  c)p>  ^t  i^^g^^' 
iiere  fornaula  fudp  integrationem  tton  admittit,  ni&i  $Bt  u /^nctio 
ipaius  p^      Quare  in  npsfro   casu  necesse    est   sit   quantitas  x  —  ^ 

funetia  ip^tus  /^  tantum,  unde  etjlam  integrale  fdpXx — ^)  erit 
fimctio  Jp8iu8  p  taptum»  quae  si  indicetur  per  f:p  cjusqub  aiffeicij- 
tiale  per  '^'pt  :p^  erit 

Quare  ad  problema  nostrum  solvendum ,   nova  tariabiiis  *p  Ttifrbduci 


6»  CAPDT    nr. 


^B  cut  sSbmra  y  conjuncta  binae  reJjquae  ^  et  z  deter* 
Sxnm    »Sirel    Tariabili  p    ejusque    functione    quacunquc 
f:^,  aicci»  j*sr  %5Jferentiationem  derivata  f  ip^  capiatur  primo 

^  —  A  ^  f  :  Py  indeque  erit 

luroblematis  quaesita  generalia. 


» .    ...  * 


Corollarium      1. 


.  r 


$4,  Hic  igltur  functio  qHaesita  z  per  ipsas  rariabiles  x  et  ^ 
jiMJicM  ^>iv>)ui  nequit ;  prppterea  quod  quantitatem /?  ex  aequatione 
^^^'^i^:p   in  genere  per  x  ct  y  definire  non  licet.. 


Corollarium     2. 

5t5»  Niliilo  vcro  minus  solutio  pro  idcnea  et  completa  est 
^^W^Ui  (|\U)niam  introducendo  noram  yariabilein  p,  ex  binis  ^  et /7 
%  ^  tMvicem  non  pcndcntibus  ambae  reliquae  x  et  z  definiuntur. 

C  oro  1 1  a  riu  m      3. 

•  A,     8i  •umamus  tipznci-^^^   erit  .  . 

f:/i  =  a/j— ^  ct  (a:  — a)r:z^V 
^l^  A^  /«"^H»    ^"^^  functio  quaesita  z  ita  se  habebit 

•yV^x—a)    X  ay-4-Px «J^+P* — a«P 

• "^H->)    "T"  y^*— a)(PH-:y)         •(x  — a)(p-»-y>r 

||l^  ♦  ~  8  y'  (a?  -—  a)  (y  -f-  (3) ,     quae    est    solutio    particulaiis,    et 


■  • 


r  % 


8c  h  o  Uo  n    :  i.    : 


ir.'i    rr 


S7.  Quctnadiiioclum  solutio  hujus  problematiii  m  'aTio^ph^- 
cjpio  est  deducta  ,  ita  etiam  forma  solutionis  a  pracccdentibus  dis* 
crepat,  quod  hic  aequationem  inter  x^^  y  et  z  explicitanl  exhibcre 
npn  liceat ,  sed  noya  Yariabilis  p  introducatur.  Cum  ieit}ir  antc 
una  aequatio'  inter  ternas  variabiles  x^  y  tl.z  solutionem  contjnuis- 
set ,  nunc  accedente  nova  variablli  p ,  solutio  geminam  aeq^uatioiiem 
inter   bas    quatuor   yariabiles    postulat ,    sicque    pro   nostro  casu  in* 


yenimus 

2;  rz:  p  rr  -4-  ^  —  f  :  p    ct    a:   —  ^  zz  f'  :  ;> , 

••    ,  -  '  ^         •  -  *      ; 

cxistente 

3  .  f  :  p  1=  9pf  :  p , 

ubi  functionls  signum  indefinitum  f :  quod  etiam  functiones  discont^-* 
nuas  admittit,  universantatem  solutlonis  praestat.  Quoid"  si  hinc  lit» 
tcram  p  cllminare  liceret,  aequatio  evoluta  inter  x^  y  et  z  obtinc- 
retur  ;  hacc  autem  elimipatio  succedit,  qubties  pro  f:p  functio  al- 
gebraica  ipsius  p  assumitur ,  in  genere  autem  nullo  modo^sperari 
potest.  NihiFo  vero  nalnus  ope  curyae  pro  lubitu  assumtae  profire- 
ma  construi  potest :  sumta  enim  curva  quacurique  sife  regulan  Sjve 
irregulari,  ponatur  abscissa  ~;>,  *  sitquc  iippitcata  t^ipznr^  crit 
i:p  zifrdtp  «rea^cjus  curvac,  quae  si  dicatur  z:s^  aequationes  binae 

'     '  ,     «  ■     ■  *  , ' 

sohitiohem    cotnptetam    probfematis    praebebunt.      Scillcet   aumto    pro 

X  valorc   quocunque  ,    eril  y  znpp  (x  —  /•)  ,    hincquc  fil  * 


2px  '^  p  r  '^  s 


y 


'm  qua    solutione    nihil    ad  praxin  spectans  desiderari    potest«     Hinc 
^atct  etiam  fortassc   fieri  possc ,    ut  duac  nov&c   rariabiles   sint  ixi>^ 


« 


^4  ^dAFtlflH- 

troducendae,  ae  tum  aolufio  tfibtfs  Aeqtiafdonibus  contineatttr ;  neque 
eUam  tum  quicauam  deerit  ad .  usum  practicum» 


•i!'    ...«  *  *. 


Scholion     2. 


fi8.  Cum  pro  formuta  dzzn pd^^^gdf/  requiiratur  ut  «it 
pgzi:i^  introducendo  angulum  indefinitum  <P  alla  aolutio  concin« 
nior  clici  potest,  Posito  cnim  /i  — tang.0  crit  ijrczcot*^,  ct  0b 
d:?  ~da7tang.(})-f-d^cot.(^y   fiet  per  reductionem  aupra  indicatam 


X  tang.  $  -f-  y  cot.  <t>  -/a(J)  (^^^  -  _.^^) 


nnde  patet  forraulam  —^  —  ^bTa»  ^^^^  deberc  functioneiQ  tpti^i 
(|),  quae  si  ponatur  f^ :  0  ,    et  formula  integralis 

rd(P  .  f  :  <P  =:  £  :  (p, 

)b)nae  aequationcs  solutionem  continentes  crunt 

unde  Jaiji  pro  lubitu  x  tel  ^  climinare  licet.  Quin  ctiam  uu-jim- 
'  qv^e  climinare  possumus ,  ac  per  binas  Tariabiles  z  ct  Cfi  binac  l«* 
/liquae  a*  ct  y  ita  cxprimfintur 

a7CXJ^cok.<J)-i-J  cot.4>.f:0H-jcoa.(|)^.f':4)^ 
jr  t±:  I  s tang.$  H- ^  tattg.<p  •  f :  (J)  —  j  sin.(|)" .  f^ :  0; 

* 

Quodsi  igitjir  hlnc  iliflf&rentiaUa  capiantur,  ac  p^natur  dyznO,  cx 
posteriori  (jiahitur  rel^tio  inter  dz  et  ^fj),  unde  $i  ipsius  ^<P  r^lor 
in  priorl  substituatur  ^  necesse  est  prode^it 

d  z  ziz  d  X  tang.  0  ; 
aimiU  autem  modo  si  ponatur  d^  in  0  ^  cx  altera  orietur 

Dz  —  3y  cot.  (J). 


.djAPOTimj  0j 


*  *>  ««       ■     I W    iV^   ■   ^r    ■■■     «■      t  A   BILa        1  'r  *  "^  ^     <       1    .«  ^^^ 


89*  Si  z  ejusmodi  esse  deb^^  t^ctio  bMi^m^ii»riabilium 
X  et  y ,  ut  posito  d  z  —p  d  x^gdy  &^t  pp^q  qzzz  l^  indo^ 
lem  isthis  functionis  :?  ifi  Z^^T^-^^^^^^f^^p*^ 

Cum  pcr  reductionem  fiat    '  ^     ^  ;  ,  '   -^  ^.juvabm^ 

vt  irrationalia  evitemus,   ponamus  'jupj^ui^ 

^quidem  hinc  fit  pp  +  ^^—  1.      Erit  autem      -it  Mt-v    <ip 
hincque  fit  .!  .   .  •.  .-i-    .  v  ^fS'i»,L- 

■      X^— »rr)jg"t*a-r  y  ^ ,  _  «  f^xrdr-^y  d r (i— rr) 

quae  forma  integralis  cum  'Sit  lunctio  ipsius  r ,   statuatur  ea  :;  f :  r, 
cjusque  fliflSlrentiale  r±: ^r f ^* : r^  «ex  :^^    obtiliebrttiui     "       -^ 


.^C^^  «i   W«U»lBUaL  • ;     i,  .-i-      ;        ,    i  1 


i<^i»ua.:r  .,,■:  ,,  .,    ;;..-.  .      :  .-.,     .,...    .,  ::..».,.,. ^ 


-v-  •  '         '^     •       -^ 


,.  4 


a  r  »    ^        a  r  .      '      • 
(,  _j-rr)  V  _i!  ^  — r^  !>'      '  '',     -  - 

s  rr  ■  a  r  ' 


:^»i 


■lur.  •..]:...:.:   V  ^        ;<:or'bllarium     1.        *  ''^ .' 

90.     Si  irrationalitatem  noii  pertimescamiis  ob 
gt=:YCi  —pp)  etdg=y~t^l^y  erit 

Vol.  III.  9 


Poiito  ergo  «:=/»  a: -|-^)/(f—pj^  *--¥:/»,   eA 

Coro!r«rrtflir    li.  /*;    xnol 

tl.     Solatio  simplicissima  siac  dnino  prodit  samendo  t:pzz9. 


•  *.#*•• 


Sx  q«o  ralore  fit  '   r-c",:j;,if^ 

—  M>  •  ■  .   /3  sB*  y 

»A»oqpc  pp^-^qq^Z  i.  ■'■•   ••';;.o:i:l 


CoroILariam     S. 

•  t  •  •'  '«4...» 

12«     Si  poMmug  pznsm. ({),    erit  ^znoo&Cp^,  hiim  -ir,  .j^ 

i2^  1=  x  sin.  (J)  +  y  cos.  (|)  — yd  4)  (a>  €OS.  0  —  y«in.  0), 

eritqiie  hoc  integrale  zizfiCP^  ejosque  differentiale  d^(p{^i(p.     £x 
qpo  habebinuis 

:siz:^sin.(^-4-ycos.({)  —  fr(J)  et  a;cos.0-^y«i»(^r-;P^t4''* 

Problema      14, 

9  3^.  Si  z  ejasmodi  esse  debeat  fuictio  bmarum  ▼armbiliniA 
X  et  sf ,  ut  posito  d  zz^p^  X  -^q^dy.f  qpantitas  q  aequetur  fim« 
ctioni  datae  ipsius  p^  indoiem  hujus  functionis  z  in  genere  inTcsti» 
gare.  \ 

■ 

I 

S  o  1  u  1 1  o. 
Col»  f  sil  functio  diia  ipsiut  p\   ponaiur  dq:izrdp$    eril 


J,  ,»:-'• 


«iSihBi  r  ibncfib  ilttsi  ipfetot  »;r»     Aisq^to  QqpQifioilrti!gs«4rft}Jil:M> 
tioiiem  Mfrpeditans  iiidut:Ji«DC  loEiDani  ..  j  ^   ;r     .jr .'  ^ 

Mde  |MMet  kUograle  /.d./r:(:t -4- i^  y)  ^oteb&n^  ii|»9Hll  J/l^r{qMf 

qaae  dwp:  Jieqiiaiioneii  tolutioneip  firohleiiiAtia   vnifret^tUeeitot  /coqk! 

DlDCtioi^m^  qtiaqficiifiqitc  rjpwua^  W^o  cq»^ 


:.'  :-  :. •({    ,,'.'i'  *.^ 


Uiuiam.^iTO  .diff;pntinu^m  idcnoftre  potoit. 

CoToIlariam     1. 

•    I  ,*  •       .•       T  .    • 

94.  Crnn  «t  q  fbnctio  data  ipsiiie  j?^  tndcfne  rznig^j  ^ 
luiic^  indefinita  ipsiua  jf  ponatur  C:  p  m  P ,  </b  i  p  m  j^  ^  solntio 
liis  «aequationibus  contincbitur 

C  o  r4)ll  acifu  m     2. 

95.  St  ^d  Hcoiistructtonein  utamur  cunra  tjuacunqne^  io  qna 
si  abscisea  capiatur  zzip^  a^licata  sit  =:f -:/>,  area  ejus  curyae 
dtbit  valorem  ipskis  f :  p.  Sin  atitcm  applicata  indicetur  per  f :  p^ 
tnm  P \p  expdmet  tangcntcm  anguli,  quem  tangens  xunrae  faciet 
cum  Mkt. 

S  c  b  oia  o  n. 

916.  JXQ>Iict  orgo  modo  curva  quaecunquc  ad  libhum  descrtpta, 
siTe  sit  continua  seu  aequatioire  quapiam  anafytica  contenta.^  Vive 
libere  maiius  ductu  utcunque  delincata,  ad  constructionem  probte- 
matis  adhiberi  potest.  Yet  enim  abscissa  per  p  indicata,  applicata 
sumi  potcst  ad  €\p  vel  ad  ffip  eiprimendum,  nec  facilc  dicr  potest, 
titrum    ad    praxin   «cammodius  ^sit    fuuirum?     Ubi    autem    httjusmodi 


^' 


:*«  CilPirT:HD 

pybbtelihtv  ttlUaid^  cvtikiiii^  cir^unMilhtk»  Isoliitioiii^ 

minare  solenty  unde  pro  quovit^.tmsh  coBslrwlis;  inajdmb  id^aea^^fiMiU» 
colllgetur.  Problemata  auti^  Hieollanifeax  banp,  vcateuU  tntqjrBalis  par- 
VtmppottekiB^B  wnqpMr  itfddibimliiias  ^iffito^i^itdes  i^SjDeaadi*  aittonimt? 
qi0  br^uts  i  AMilcmit  j'  qflopBm  -TreaDfot»  'fne  apseipf  ^qutdem  p^sii 
ante  videtur,  quam  methodus  pro  formuli»  diflerentialibus  pnw.gftft 
du8  .fuerit  pate^ta. /^  H«ct^s  qUidem  t  pMliileiDala  q[»ropoatta  abso^ 
Itftfi^^retoiim^  4iciiitf9   annir  iMrteip  quando^loDnditio  praeacripM)  rdai^ 


definit,  negotium  in  genertf  noi- amjplhfs^^krfccJf^ 

scripta  tnucam  tanttmi  Yjariabilem  cum  binis.  formulis  differratialibus 

conjung 


at. 
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v>    :n.5;>      .3% 


^         «^ 


BINAS  FORMULAS  DIFFERENTIALES  ET  UNICAMr*"P»^"» 
TRIUM  aUAK-IlTAf ^riW -^fA»mBil|)roiJ  ^  » 

PROPONITUR*. 

^'^"  -.    '    -  1   •    ~x 

Sf  or  eju8mo(&<  esse-  debeat  fbnctTo'  bi^yri^.vajqalpi^n^^       ^^yiMii 


posito  d  z^pd ^  +?  9 y/  sit  9; :;Ci ^t^  Iji^^lem'  <hiyj»t^  functionis^ 
nii  ^eise:  ipestigiMre;,  ^  ^;    ,    ^,./^,,    ,;  :,    ,  ,,.,,,.    ,arU 

«.  * 

SoTntroi 

Cimr   S\t  '      ,IT-  r   i  j   0   :■   . 

flmeque  forhnila;  esse  debeat  iotfegrabiUs»'  tn««s9e- «H^rittt'  p»n(m^ 
proinde  etianr-iv'  ^t  fiirietioi^-^tiairtftatia  ^^'if^^.^'  QM?^*^^ 
nostrl  problematis  .int.  g«ftere;  itii  ^se  iiabitbit  j.  iit-isi^)  :  1  ~  c 

zz=z  f : (/a? 4-  ^^  et  px:=lf  :(lx  -hS,  ^■'-''    '  • ''  - 

snmendo^  sbilicet  perp^B^iuc^  d^';/f:  uz^duf  tu.     mhc'  )autew  erit 


V  -  1* 

ttcque\9i=^  omnino  uti  re<ipirkur;  »'      •        /      *  ^; 


7A      ^^«a^wwarigm,  ypjr.!:!^ 

Cor<o31«raiijn     1« 
9S.     Cm  «t 

tii«c  alim  aolalio  ^ledKsi  potesL     ^j,  eaim  {XHiamiu 


»=1^^^ -.  iiP)+ r^^  *-. /^ 


/       ,      »       •  • 


Corollarlam     2. 

'99*     flae  ^rff^  Mlilfjoiie  novft  Introducilur  mriiftiiUs  p^    eei 
^u  cui  y  «mjmciM.  definiuir  prima 

Um  vten^^  i]^a  ltMicti<^  qtiaesitia 

Hme  autem  aclutioni  praecedens  sine  dublo  antecelliti  cinti  ula  Qaan* 
iitatem  s^  immediate  per  jt?  et  y  expriipat. 


-*  - 


S  c  h  0  1  i  o  ?i.  '  ' 

100.  Quo  Iias  ^tiab  solnfioher  - inter  se " cotnpanrre  queamus, 
qnpniaai^  $»n^  lOtMU^ia  bi  ;4i(raqile  :  ^tersae  est  ilindolJB » .  «^iiam: 
clM|r>f4eri(e},.dryer80  titnmur^    cf^^^.^gkur  pri^ia  ^pkraeheatf;:; ,    :!-.      r 

aJtera  vero  :    !  ::     .  .  :  ;^ 

»  :;3  F : (f }-  /p)  4-1^  ::g-^7;»)  et  :/»4>  =;:  r  :<J*--/f)» 


4   .  •   .  '   ■  t 


>• 


nnde-  non  solum  relatio  inter  utriusqiii^  ^:fhnct^<)luSi  i^^  indblen 
dcfinitur.   sed  etiam^  unde  sequl  debet.    ifore 

^a?  =  f  '-S-^-  ''^)rr  '  ■'.   -  •• . ..!-     •:".  _ 

id*  gjiod  non  parum  yidetur  abscondTtumv  ,  Verum  oB  fioc  rpami^ 
tsiud  problema  eo  magis  est  nutatu  dignum,  quod  aoiutio  aiGerli, 
qua  noTa  variabilis  /^  introddcititf,\  xlDrig^iiit^  9«mr  p^  z  per 

jr  et  3r  nnrinMdiale  diefiriitur,  neque  tamep  «^nsepapSy.hariun  soldtio» 
mun  .jpersgLcue-  monati:ari  j^otesj^  QuamoBtem  quando  acf  ejusmo^' 
•oTutrpqiQfi  ^j>erven|n^^^^  p^btema^bn8^'^o)^Bribic»'dLp^    pirlM^ 

CCKlentia  u^  Wk,Vii)^^iii^^hdW^Va¥fabi  iA«»«9tacrt«^y' ndfi^to^^ 
iutim  spem  ejus  eliminandae  abjicere  debemus,  «inntiista  oasaadlMli 
•oiutio  ad  priorem  ceite  sit  reductibilis ,  ettamsi  methodus  redaceadi 
non  perspiciatur  9  quaoi  tanien  ihftra  ^  i")  9^  exhibebimus.^ 


^4     4 


lOf.     Si  z  ejusmodi  ^ie >dei>elkt  fuactfo  1>inaFwn   i^ 
X  et  y ,  ut  posito  3  2^  !=/>  d  ^  -f-  ^  d  y,  sit  gzizp  X  -f-  T,  ezisten* 
tibua   X  et   T   funationibus    i|uibuscuaque  ^sius  x\    hidotem   istioi 
iuiictioais.  z  in  eenere  investieare».  •  '  ^'    ^i  'u:r-    \  .:' 


So  lutioi' 


■  ■'.   * 


Cum     erga    sil    dzzizpdx-^pXdu^^^^tf^t     «tatoatiir 
pnsr  — =•  ut  prodeat 

qna  reductione  fStcta  perspicuum  est,    tam  rX  qnam  . 
ymi^^dy)  fore  ionetionem.  quantitatis  y,-^/^.      Qian  ai 
ponamus 


•* 


i- 


'^\ 


vt 


m  -ciA  pjiHn  /m 

ac  tum  functio  ^quaesita  ent 

guae  ob  fimctiQnem  jndenmtam  f :  est  tconpleta.     Tom  «^el^o  ioca 

^4iTi^    -^injTotf   l>on{)     ,*TTnf    1)     'J..:»-n    :iJ   ?'fi;rn       -    t-.i-.iM^io    f>r,jp.; 
-cijfj!o5    iiUi^l^?jy^no^n^:^^tf\L:    -  ;.',f!     .1:;:.  •  i:r;.      ;.,  !>..     w.    .^    ^:,, 

i02.     Solutio  :aliquanto  facilior  ireddiUir   .«umendo   lOX  «condi- 
tione  praescripta  p  —  x'^ x »*^  *^^®  ^**     ' 

-n»J;::x:-   t'lH-  >;  Waj>—      .  /;ii;    "^^S^."-    •    ^- '^  '"■    "^   '•■'   <V  J^  x 
Jam  manifesto  est  .yi-^iiKi^ta-  jion5,:  iii  5  ulxjcijoaal 

sicque  jpsa  solutio  praecedens  resultat 

Corollarium     5.      ,        ^       r 


djiio  7^;i  Y -^  Vj-^existentibus  Y  e't  y-^Vunctiorilbus  datis  ipsius  y. 
Tum  enim  erit^^''^'P   ^  "^   ''"'      "*^   *'-      ' ''" ''^   ^  •'    *    -^*       "^^'  '-^P 

Hic   ergo   fit  r.i,«:i.a:q 
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//>  (3«  +  ya^^)  =  f :  (a: +/Yay)  , 
et  solatio  erit 

»  =/ydt/  -hf:(pe  H-/Yay)  ; 
tinde  fit 

p=zf':(x  -h/Yay)  et  ^  3Z V-f-  Y  ^  :  (ar  -4-/Yay). 

» 

S  c  h  0  1  i  o  n. 

10  4.  £x  fornia  solutionis  hic  inventae  discere  poterimuay 
quomodo  problema  comparatum  esse  debeat,  ut  ejus  solutio  hac  ra* 
tione  perfici ,  et  functlo  z  per  binas  variabiles  x  ct  y  exhiberi 
queat.  Sint  enira  K  et  V  funcliones  quaecunque  ipsarum  x  ct  y, 
indeque  differentiando 

dYi  =z  Ldx -{^  Mdy  et  dY  zizVdx-^Qdy. 
Jam  a  solutione  incipiamus  ,    ponamusque 

z  zn  K  +  f  :  V, 
critque  differentiando 

dz  —  Ldx  4-  Maj/  -f-  (?dx  +  Qdy)  f  :  T. 
Cum  jam  hanc  formam  cum   assumta 

dz  —  pdx  -f-  qdy 
^comparando,  fit 

pz=iL^?f:Y    et    7Zz:M4-Qf:V,    erit 

Qp^VqzziLQ^  MP. 
Quare  si  hoc  problcma  proponatur ,    ut  posito 

dz  zzz  pdx  -H  gdVf 
fieri  debeat 

solutio  erit  z  —  K  +  f :  V ;    dummodo  M  ct  L   itcmque  P  Ot  Q 
ita  sint  comparatae  ,    ut  sit 

VoL  IIL  iO 
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Ldx-\-Mdy  —  dK  et  Pdx  -^QdyzndY, 
verum  hi   casus   ad  sequens  caput  sunt  refcrendi. 

Problema      17. 

10  5.  Si  z  ejusmodi  esse  debeat  functio  binarura  variabilium 
X  et  j/,  ut  posito  dz  zzz  pdx --i- qdy  9  sit  q  zzzPx^U  existentibus 
P  et  n  functronibus  datis  ipsius  p  ;  indolem  istius  functionis  z  in 
genere  investigare. 

S  0  1  u  t  i  o. 

Cum   igitur  sit 

dz  zr  pdx  -f-  ?xdy  -+-  Ildy ,    erit 
z  ziz  px  -\-/(Pxdy  -h  ^l^y  —  xdp). 

Sumatur  Po:  +  11  =  f  ,    ut  sit  o:  —  — i?  ,    fietque 

Quare  cum  P  et  11  sint  functiones  ipsius  p^   ideoque  formula  /^^ 
data.,    habebitur 

unde  patct  tam  v  quam  fv  (dy  —  y)    functionem    esse   debere  for- 

mulae  t/  —  f~9~'     Ponamus  ergo 

fv  (dy  —  l^)  =  f :  (y  —  /^  ,    eritque 

v  —  Vx^Tl=:r:(t,-f^^. 
et  hinc 

tum  vero 
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Corollariura      1. 

10  6.  Tn  solutione  hujus  probleraatis  iterum  nova  Yariabilis  p 
introducitur ,  cx  qua  cura  y  conjunctira  primo  variabilis  x ,  tuxA 
vero   ipsa   functio   quaesita   z  detciminatur. 

Corollarium      2. 

10  7.  Neque  vero  hinc  istara  novara  variabilem  p  ex  calcMlo 
elidere  licet,  uti  antc  usu  venit ;  propterea  quod  hic  P  ct  11  func- 
tiones  ipsius  p  denotant ,  quarum  indoles  jam  in  ipsura  problema 
ingi^editm^ 


C  ar  o  1 1  a  r  i  u  m      3. 

10  8.  Simili  modo  problema  resolvetur,  si  permutandis  x  et 
y^  quantitas  p  ita  per  y  et  q  detur  ,  ut  sit  pzz:Qy-f-S,  deno- 
tantibus   Q  et  H  functiones  datas   ipsius   q. 

S  c  h  o  1  i  o  n. 

10  9.  In  hoc  capite  constituimus  ejusmodi  problcraata  trac- 
tare  ,    quorura   conditio   aequatione  inter  binas  forraulas  differentiales 

(^)  zn  p ,    (^)  zz;  ^  et  unam  ex  tribus  variabilibus  x^  y  et  z  ut- 

cunque  exprimitur.  Problemata  autem  bina  evoluta  ex  hoc  genere 
certos  casus  complectuntur,  quorum  solutio  peculiarl  methodo  expe- 
diri  potest ,  simulque  ad  formulas  simpliciores  perducitur.  In  po- 
steriori  quidera  relationera  inter  p^  q  ct  x  its^  assumsimus  ,  ut  sit 
q  z:zPx  -+-11,  seu  ut  in  valore  ipsius  q  >  per  p  et  :»  expf esso , 
quaQtitas  x  unam  dimensionem  non  excedat ;  in  priori  wo  ita  «t 
sjt  7  znpX-i-T,  seu  ut  in  valore  ipsius  7,  per  p  et  x  expresM^ 
quantitas  p  unicam  obtiueat  dimensionem.  In  genere  autem  no- 
tasse  juvabit,  tam  quantitates  p  et  x  quam  q  et  y  inter  se  esse 
p^rqiutabii^s^    ^Cum  fenvn^  sit    - 


^ 
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fpdx  =:  p X  —  /x 3 p  , 
loco 

z  z=.  /(pdx  -f-  <fdy) , 
erit 

a  =  p  *  -f-  /C^  3  y  —  xdp}' 

Siinili  modo  est 

tnm  rero  etiatn 

z  zzz  px  ^  qy   -^  /{x  dp   -h  ydqy. 

Quibus  ergo  casibus  una  harum  quatuor  formularum  integralium 
redditur  integrabilis ,  iisdem  ternae  reliquae  etiam  integrationem  ad« 
mittent.  Cum  igitur  in  superiori  capite  primam  formulam  resolve* 
rimus  ,  si  p  vel  q  quomodocunque  detur  per  x  et  y ;  ita  eodem 
modo  resolvetur  formula  secunda  ,  si  ^-per  p  tt  y  ^  tertia  autem 
si  p  per  X  et  q,  at  quarta  si  vel  x  per  p  et  q  vel  y  per  p  et 
q  utcunque  datur  ;  quae  quaestiones  cum  generaliter  expediri  que- 
ant|  eas  in  sequenti  problemate  evolvamus. 

Problema      18. 


110.  Posito  dz:npdx  --^qdy  9  si  relatio  inter  p,  q  et  x 
aequatione  quacunque  definiatur,  indolem  functionis  z^  quemadmodura 
ex  binis  variabilibus  x  et  y  determinetur^    in  genere  investigare. 

S  o  1  u  t  i  o. 

Ex    aequatione    inter    p  ^    q   et   x   propositg    quaeratur    varor  ^ 
ipsiua  X  qni    functioni    cnipiam    ipsamm  p  et  q  aequabitur.      Cnni 
jam  sit  • 

z  =:  px  -^  qy  —  /ixdp  -h  ydq), 

quomani  x  est  functio  data  ipsarum  p  tt  q  y   formnla  xdp  Integre^ 


^ 
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*    tur  sumta  qaantitate  q  constante  ,    siique 

fxdp  zizy  -\-  ^  :  q, 
el  erit  Y  functio  cogaita  ipsarum  p  et  q^  qua  differentiata  prodeat 

dY  =:  oi^dp  ^  Sdq  f 

ubi  S  quoque  erit  functio  data  ipsarum  p  et  9.  Quia  jam  forma 
fixdp-^ydq)  integrationem  admittere  debet,  aequabitur  formae 
V  -^  ^'-9  y    u^^^  differentiando  concluditur 

xdp  -+-  ydg  =  ^dp  +  ^d9  -h  37  ^  •  9^f 
ideoque 

yznS  +  f^:  q  tt  zzripx^  qj/  —  V  —  f :  7 ,    seu 
z  zzzpx  ^  Sq  -^  q£^  :q  —  f:q  —  V. 

Solutio  ergo  ita  se  habet :  primo  ex  conditione  prnescripta  datur 
X  per  p  et  q^  tum  sumta  q  constante  sit  Virry.r^/?,  et  vicissim 
dY  zzi  xdp  ^  Sdq  i  inventis  autem  V  et  S  per  p  et  q  y  reliquae 
quantitates  y  et  z  ita  per  easdem  exprimentur  ut  sit 

y  —  S-i-f^^iy  et  z  —px-hSq  -^qt^  :  q  —  f:  q—^Yf 

quae  solutio  ,  quia  f :  q  functionem  quamcunque  ipsius  q  sive  con- 
tinuam  sive  discontinuam  denotat,  utique  pro  completa  latissimeque 
patente  est  habenda.  * 

A  I  i  te  r. 

111.  Vel  ex  aequatione  inter  /> ,  q  ti  x  data ,  quaerattnr 
Talor  ipsius  p  per  x  tt  q  expressus  ,  ita  ut  p  aequetur  functioni 
cnipiam  datae  binarum  variabilium  x  et  q,  per  quas  etiam  reliquas 
qiianutates  y  tt  z  definire  conemur.     Ad  hoc  utamur  formula 
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et  quia  p  est  functio  ipsarum  x  9t  q ,    dabitiir   earundem  ejusmodi 
functio  V  ut  sit 

5V  —  pdx  4-  Rdq.  '  • 
I9tatuatur  ergo 

f(pdx  —  t/9(7)  =:  V  -+-  f  :  «jr, 
eritque 

t/  rz—   R   —   f  :   q    et    s  —  ^y  H-  V  4-  fr^ 


•.«. 


•  « 


Corollarium      !• 

112.  Utraque  solutio  aeque  commode  adWberi  potest,  si  ex 
relatione  inter  p ,  q  et  x-  proposita  ^  tam  quantitatem  x  quam  p 
aeque  commod^  definire  liceat.  Sin  auten;i  earum  altera  commo- 
dius  definiri  queat ,  e^  solutione ,  quae  ad  istuni  casum  est  accom- 
modata ,  erit  utendum. 

C  or  0  1 1  a  r  i  un^     2. 

•  113.  Sin  autem  neque  p  neque  x  commode  elici  queat^  tum 
nihilo  minus  hic  resolutro  aequationum  cujusque  ordinis ,  quih  etiam 
transc^ndentlum  tanquam  concessa  assumitur.  Caeterum  etiamsi  q 
facile  per  p  ct  x  definiatur,  hinc  caiculus  nihil  juvatur. 

C  #  r  o  1  la  r  i  u  m      3. 

114.  Ex  hoc  problemate  utpote  latissime  patente  etiara  bina 
praecedentia  resolvi  possunt ;  golutio  ^utem  hinc  inventa  a  praece- 
dente  discrepabit,  cum  illa  ex  raethodo  particulari  sit  deducta:  ope* 
r^^  auteu)  pretiura  er'n,  has  ^Jupliqes  solut.io^9«  i^ter  ae  cpvipiLrare. 


•  I  • 


£  X  e  m  p  1  u  m      1 .  i 

116.      Si  fuerit  q  zizpX-^T^    existentibus  X  et   T  /unctionibus 
ipsius  Xj  indoktnfiihctiohis^f^  hivesti^te'^^ 
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Hic  solutione  utendum  est  poeterioii,  pro  qua  est  pzn-j^— ; 
nunc  posita  q  constante  prodit 

hincque 

unde  solutio  his  formulis  continelur 

solutio  autem   superior  ita  se  habebat 

q=.pX-^T:,  v-r:(y+/|)  et  cr=-/^-f-f:(y-f./|'). 

S  c  h  0  1  i  o  n. 

116.  Consensus  harum  duarura  solutionutn  ita  ostendi  potest, 
ut  cx  ea,  quam  hic  invenimus,  antecedens  per  legitirtam  consequen- 
tiam   formetur.      Cum   enim  sit 

statuatur  brevitatis  gratia  y  ^  f~  ZZLV  ^  ut  sit  Tj^iz:  — t;,  erit 

ergo    vicissim    q  aequalis  functioni    cuidam    ipsius    v ,     quac    ponatur 
^  zz:  F^ :  i; ,  unde  fit^  dgr  z=i  dvV^^iv  ,    ergo 

d^  f  :  qr  ~  — ^  vdv  l^^^iv  zil  —  t;d  .  F'' :  i; , 

ergo   intcgrando 

Uq  —  ^fvd.T:v——vY^iV'^fdv.l^^\vz=i'^vY^:v^lP:v. 

Quare  cum  sit 

5~  —  f  —  —  qrf':^-j-f^:^,    erit 

sziz  — /^  +  t;F'':t;  —  i;F^:i;-f-F  :t;,    seu 

«  =  -  r^  +  F  :  (8, 4-/*^-) . 

quae  est  ipsa  solutio  praecediens. 


«0  CAPUT     lY. 

£xetDplum     2. 


117.     Si  fuerit    q  —  Px-^Tl^    existentibus  P  et  Tl  funetioni- 
bus  datis  ipsius  pj  indolem  functionis  z ,    ut  sit 

dz  z=z  pdz  -}-  gdy^ 

investigare. 

Hic    solutione    priori    utendnm ,    cum    sit    x  zzz  ^'^—  •      Sumto 
crgo   q  constante  quaeratur 

unde   fit 

Soiutio  crgo  praebet 

iivd 


t(3^^f^P^g{^:^^{:^, 


P 

Solutio  autem    cjusdem  casus  supra  (106.)  inventa  crat 
x==i?-^^r:(y~/^/)  et  y=Px^n, 

atquc 

z  =  -tS  ^fm  ^.±  f :  (y  _/'^  +  f :  (5,  _/»J>) . 

S  c  ho  lion      1. 

118.     Yidcamus    quomodo   solutio   hic   inrcnta   ad   superiorcm 
rcduci  qucat.      Cum  ibi  invenerimus 

Ticissim  q  aequabitur  functioni  quantitatis  V  ~  /  ^  i   ponatur  crgo 
,  =  r  :  (y  -  /*^, 


eAPUT   ly.  145 


}     *i. 


taX 


entque '  stabm 

iit  brevitatis  graiia  ^^ — ^f-^zzzv^    ut  fiat  . 

q  ~  F'  :v    et    v  i=  f  :  ^  ,    erit  ' 
F  :v  —fqdv  :=z  qv  —  fvdq  —  qv  —  fdqt::  q. 

Ergo  F  :  i;  —  ^i;—  f :  qr ,    ita  ut  sit 

f:vr=9(y-/7)-F:'Cy-fj?),    sea  -  ^ 

Quibus  Taleribus  substitutis  habcbimus 

-(y-f-^^ ■■(^-/7)*^ ■■(!>- ff),  «" 

.  =  rrn  ^  i  r :  (y  -f-^)  ^/"^  +  F :  (^.-/^0,.         " '     ' 
quae  est  ipsa  solutio  ante  inyentat  f !     ;  '  - 


S  c  hol  i  on     2, 


119.  Hoc  consensu  ostcnso  ctiam  consensum  supra  6i)si/^i4^ 
tum  5.  100.  demonstrarc  poterimus ,  qui  muito  magis  absoonditus 
Yidetur.      Altera  autem  solulio   ibi  invcnta  crat 

px:=zr:{^^lp)  et  zz:zpx^T:{^  -  ip), 

ex  quarum    formula  priori    patet,    fore   vicissina   ;-  — //;   functioncm 

ipsius  px;  hinc  etiam  ^  —  Ip  -^  tpx  scu  ^ -f- /a;  •  aequabltur 
functioni  ipsius  px.  Denuo  ergo  vicissim  px  aequabitur  fjjnciiuoi 
cuipiam  ipsius   —  -^-  Ix.  ^     - 

a.F:(^^-/^)a2(V-^^?)r:(-f  — /f).    «rit.  ^ 

YoU  III.  II 


»2'  CikVUT  '  ITj 


a 


Jam  pro  po:  substituto   valorc   f^ :  (^  -f-*  /r)  *  obtihcbit?ur 

F:(J  -//')rz:-;,a:-^/(^-^  |')r:(J-4-te)=-.;,x-4-f:({--^Ya:). 

tta  ut   hinc    fiat    z  —  f  :  (—  -f-  /^) ,    quae  cst  ipsa  solutio   altciat 

Hac  igitur  rcductione  haud  parum  Imninis  acccnditur  ad  aiia  mjr. 
itcria  hujus  gcneris  invcsiiganda.  Snmma  autcm  hu^jus  ratiocinii 
huc  redit.,  ut  si  fuf^rit  r  ~  f^  :  s^  fore  etiam  r  ~  F^  :  (^  .+-  R)  dc- 
notantc  11  iunciionem  ipsius  r ,  quod  quidem  per  se  est  evidens, 
quia   utrinquc   /•   per  s   dctenwiDatur.      Cum   ergo   sit 

f :  s  —  r  —  F  :  (s  --\-  R) ,    erit 

f  :  *  ~/bsC  :  s  -\-  frfis  —  fr  Qs  -f-  ^R  —  ^R). 

=/0s  H-  dR)  F'  lis-h  R)  —  frdRy 
ideoqne 

£  :  *  =  F  :  (*  -f-  R)   — frdRi 

tindc  loco  functionum  quantitatis  ^,  functiones  qnantitatia  s  -f*  R  iil* 
troduci  possunt.      Scilicct  si  fit  rzizS'  :s  sumti  poicst 

r  =  F^  :  (^   -+-  R)  ^ 

existente   R  functione  quacunque  ipsius  r,  tum  vero  erit 

f  :.  ^  —  F  :  (^    -+.   R)  —  /R  3  R^ 

£  X  c  m  p  I  u  m      3^ 

ft20V  Posilo  dfzzrzpdoc  --\-  qdy  ,  si  x  aequetur  /nnctioni  ho* 
mogeneae  n  dimensionuin  ipsarum  p  et  q^  indotem  /uHC^ 
Uofiis  z  invesligarc. 

• 

Gum-  X  dcftur  per  p  tt  q  ^  utcndum  crit  soIutFone  priori ,  et 
•b  X  zi=  functioni  homogeneac  n  dimcnsionum  ipsarum  p  ct  q^  pth 
nalur  /^  =:::  qr  ^,    fietque  x.  ±::t  q!^  R ,    exjst^ate  R  functione  ipsius   r 


f 


CAPTJT     IV.  »S 

taotam.     Sumatur  nDnc  q  constans,    et  qttaerajUir 

Vz=9»-»-'/Ra'''.  ->r   ••bfff 

^ttod  integrale  datur.      Hinc  differentlando  erit 

av  =  9»-+-.  R^r  -H-  (n  4-  nq^^dqf^r^  '  "  '  ' 

^ae  ut  cum 

av  —  xdp  +  S5<j[  —  7»  R3tp  -h  8^7 

«omparari  possit ,    quia  ob  ^p ':n.  qdr -\- rdq.  eA 

^V  :=  ^" -+-  •  RBr  ■+-  7« R/^^  =:  8^7  ,    erh 
S=z — ^''Rr-hCn -f- 1)7"/R^r; 

unde  fit 

y:=z—  q^^Rr-^Cn-h  i)  gV^dr  4-  f' :  g ,    et  x=zq*K 
4tque 

z  znng^ •+" '/R3r  --f"  7 f^ •  9  — ^  f :  9  ,    existentc  /?  —  ^r* 

C  o  r  0  1 1  a  r  1  u  m      It  ir»     '  ;a' 

i21.     Sit   a?z:z^,    et   posito   p  ::±  qr    tul^rzilzr^,   ided- 
que  nz=:0  et  Rrzir"';    undc  fit  "  " 

zzziq  i^  :q  — ^^  f  ii^. 


Qu«re  ob  r  r=  «*  ,    erk  y  =z  -^^i?  *""*      +•  f  *  f-^     V 


•>•.  ..-i 


•Cor.4»lUrium     f,' 


....   .; 


130..    ;  Eodeifi  ,  c«m  :^r^9,  ,9)^  fr  qp;„^v«c^bttltt- "9'>fiitieii»lu 


•«  rAF.ur  'IV 


^ 


nr 


quantitatis    y  -f- —  tt",  ^    "      /  quae  quarititas   si    ponatur  rrif   et 
9  — F  :z,    ut«  sitvm^f^rT*,    erit 

f :  q  zzzfdqt'  :  9^  —fvdvE'^  :v,    ob  3^  =  ai'F''^  :  i; ;         ^ 
onde  concluditur 


-  f 


fri7=:t;F^:t;~F:i;  ct  z.zrF:t;  — F:(y -4-~~       "^    ). 

f        ■'•.»•■■.»  ' 

£  X  e  m  p  1  u  m     4. 

123..     Duariim  varuibilium  x  et  y   ejusmodi  funclionent  z   ifh 
vesligofe ,     ut  posito 

dz  —  ffdx  -*-  ^3y  j?«f  /;^  --K^^  ::!::  3/;^«". 


Considcretur  forma 

* '        '  z  =-  w  -h  /0^9^  —  ydq^  i 

s 

ubi  jam  focmulam  pax  —  y^q   intcgrabilenr  reddi  oportet     Statut^ 
tur^~Jua:,    et  coridltio   praescripta  dat 

ar  ( 1    "^-  u^)   —   3qu ; 
Undc    fit^  ?        i-  •    .  :  1      .        :        > 

tum   Tcro»  , ,   ,       ,    . 


lic^ue  habebitur     -   ^' 

yi^QOT^^af'  — jn')  ^  5<j<j  (i_-t-  4tt»)  /.  zq  (,  -1-4«»)  89 

C.-f-i»»)»        —«(.-!->»)•:  "^y        (14-«')* 


Ergo 


»  =  w  H- '^,5'^:lr^ -/M» +r4!i=)  • 

.Qtwrc.DcceWjB    e^  «8«?  ^Tiilri   A*act»*»*ni'  ?psm«  y    tantnm'.    qn«e 


«M 


CAPUT    ly.  ^ 

^yl  z=:  —  f' :  7 ,    twide  fit 

quibus  tribus   aequationibus    si  elimincntur    binae   quantitates  q  ct  41« 
orietur  aequatio  inter  z  tt  x^  y^  quac  quaeritur. 


V* 


C  0  r  0 H  a  r  i  um     *• 

124.  Ex   aequatrone   pro   y  iniffenta  *  colligttur  -x~  —  ^"^"^   ^  > 
aequatio  autem  pro  z  inventa  abit  in  hanc 

quae  eliso  u  transmutatur  in  hanc 

s  —  —  ^y  —  2  7  f :  7  —  I  (y -f  f  :  7)* -f- f :  9 ; 
tum  vero  est 

X  —  —  M  Cy  -f-  f  j  <7)  ,  ^    . 

unde  reperitur   u—~~,    hincque 

x^  —  3q  (^  -h  f  :  0'  -f-  (y  4-  f :  ^)*- 

C  or  o  1 1  a  r  i  um      2.. 

125.  Si   sumamus  f:q  —  a^    erit -f^  qr  zi:  ^ -fr  6  ,    ct  po- 

ttrcma    aequatio    praebet    g  —  ^rf^f^^^^'     ^^^   deindc  pro  ho« 
casu  fiat 

•  *  »  ■  *  * 

proTcniet  loco   yvalorem   inventum  substituendo 

66  (jy  H--  g)  _  (^  ^  fl)»  _  ax»  ^  *  ' 

6  U  4-  a>, 


t      « 


.r' 


Q  or  oll  a  r  i  u  m      3. 

126,      Cum  in  geifere  sit .. 

**  =  (y  4-  f  :  v)^  fy  -4-  3^  -h  f ;  9>  ^.     . 


86  -CAPUT     IT. 

ponamns  t^  iqzzia  —  3^,   ideoque  £:q:iz.b  -^aq  '—  Igq  ,  -m  flik 


2 «• 


^  -f-  «  —  30  =  y^ ,    critqne 

flinc  ergo  prodit 

f/      «/«  ^      . 

.e«  f:^  =  *  +  £i^2^_^._^^>J_^_^^. 
«tqite 

seu  z  =  *-iy(i,.t-a)-*--/^^;-^--^^^--«9-^|9y. 
«t  facta  reduciione 


Corollarium     4. 

12  7.*    Quodsihic    sumatur    a—Q    et  ^  ~  0  ,    crh  per  cx- 
pressionem  satis  simpricem 

z  —  lyy  —  I  a:/a7y  ; 

^uac  quomodo  conditioni  praescriptae  satisfaciat ,  ita  apparet.      Per 
4ifferentiationem  colligitur 


^m/^fi 

11 A 

-/xj^   ct  9  — C|p  — ly- 

«llRtii| 

UC 

p3    4-    X'    = 

* 

3/>^  zi:  a;a?   • 

—  y^xy  >    ideoque 

3/79:r  ±z  x^ 

—  xy^xy,    crg» 

^  -4-  af*  .= 

Sjy^or. 

CA.PUT     IV.  II 

S  c  h.  o  1  i  o  a. 

i2&.  Sticces&it  ergo  solutio,  quando  aequatio  quaecunque  in* 
ter  py  g  ti  X  proponitur^  etiamsi  casibus  ,  quibus  inde  neque  x 
neque  p  clici  potcsr,  dlflibultiEis  quaedafm  restat,  quae  autem  retfolu* 
tioneni  aequationum  finitarum  potissimum  afficit ,  quam  hic  merito 
concedi  postulamus.  Intcrim  ex  postremo  exemplo  perspicitur,  quo- 
modo  operatio  sit  instituenda,  si  ope  substitutionis  idoneae  aequatio 
proposita  ad  resotuiibnem  accommodari  qucat ,  cui  autcm  negotio 
hic   amplius   non    immoror.      Neque   etiam  eos  casus,  quibus  inter  p, 

m 

q  ti  y  relatio  quaedam  praescribitur^  hic  seorsim  evolvam,  cum  ob* 
perroutabilitatem  ipsarum  x  ei  y  ^  qua  etiam  p  ei  q  permutantmv 
hi  casus  ad  praecedentes  sponte  revocentun  Superest  igitur  ca- 
sus ,  quo  aequatio  inter  p,  q  ti  z  proponitur ,  ubi  quidem  statim 
nanifestum  est ,  in  aequatione  dz  zn  pdx  -f-  qdy  quantitates  p  ei  q 
non  uti  functiones  ipsarum  x  ei  y  spectari  posse ,  quoniam  etiam 
a  z  pendent ,  neque  ergo  earum  indolcs  indc  determinari  poterit, 
ut  formula  pdx  -f-  qdy  intcgrabilis  evadat.  Verum  sine  discrimine 
conditio   ea   est  definienda  ,     ut  acquatio    difFerentialis^ 

dz    —  pdx    —    q^y  zrz   0 

fiat   possibilis;    ad  quod  ex  principiis    supra   stabilrtis    §.    6.    requiri- 
tur ,    ut  posito 

(|S  =  L,   -(JD-M,  et  0-(^p  =  N,    .it 

Quare   proposlta  aeqnatione  quacunque   inter  p,  q  et  z  j    eas  condi- 
tionea  in  genere  inyestigare  oporiet ,   ut  huic  reqjuisito  satisfiat 


tt  CAPUT     X¥. 

Problema      19 


1^9^     Si  posito  dzzzzpdx  -^  gdy   dcbcat  cssc  p-^qzn—, 
relationcm  functionis  s  ad  Tariabilcs  .x  ^t  y  in  gencre  iiuirestigare/ 

S  o  1  u  t  i  0. 

Cum  sit  q  in p  ^  ,-aequatio  nostra  iianc  induct  forraam 

dz  z=z  pdx   —  pdiT  H-  *a^*    seu 

/xa^  -  ay)  -  --^^  r=  s(5  ~  ^. 
Quoniam  igitur  ambac  formulae 

a^  -  ay  et  ^*  ~  i> 

pcr  8e  sunt  integrabiles ,    oh 

I  -  ¥  =  f  o-  -  aj'». 

ncccssc   est  ut  —   sit  functio  quantitatis  x  —  y^  •ponatur  crgo 
{-  z=.  f"  :  (a; — y) ,    iit  fiat  lz  —  ^=:i:ix  —  y). 

Definiri    ergo    potcst    z    per    x    ti  y  ^    et    cum    sit   c^-(*  —  >)    etiam 
functio   ipsius  x  — ,j/,   si   ea  ponatur  —  F  :  (x  —  t/) ,    crii 

zznea  T  :  (X  —  i/)  ,    un(k;   fit 

0=:p  —  e-¥':(x^y)    ct 


'dZ 


y 


(g)=:(7  =  -e«  r:<ix~y)^\^e^  F  :  (x  -  y) ; 


ideoque 


;>-^7=  ;-e«  FrCi?  ~  y)i=|^ 
uti  requtritur. 


'      V 


CAPUT      IV.  S9 

€orollarium      1« 

13  0.  Ex  hoc  exemplo  intelligltur,  quoraodo  certa  functio  ip« 
sarum  p  et  q  quantitati  z  aequari  possit ,  etiamsi  p  ti  q  sint 
functiones  ipsarum.  x  et  y.      Simul  scilicet  ratio   integralis  formulac 

dz   —  pd  X  +  qdy 
introducitur  iii  calculum. 

Corollarium      2. 

131.  Forma    6**F:(a;  — y)    pro    valore    ipsius    z   inventa 

pcr  functionem  quamvis  ipsius  a?  —  y   multiplicari  potest.      Si  crgo 
multiplicetur  per 

X  —  y  X 

e~*     ,    fit    z  ~  c^  F  :   (a?   —  y). 
Sin   autera  multiplicetur  per 

X  —  y  X")ry 

€  ^**    ,    fit    2  zz:  c  ^^     F  :  (a:  —  y)  , 
^uae  formae  problemati  aeque  satisfaciunt. 

Problema      20. 

132.  Si  posito  dz -izz pdx -{^  qdy  ^  quantltas  «  aeqtrari  dc* 
beat  functioni  datae  ipsarura  p  et  q  ^  indolem  ,  qua  z  per  x  ct  j/ 
definitur,    in  gcncre  investigare. 

S  0  1  u  t  i  0. 

Ex  formula  proposita  habemus  3t/r~— —  ;  statuatur  pziqr^ 

ut  sit  z  aequalis   funcGoni  ipsarum  7  et  r ,    ct  ex  3y  —  —  —  rdx 
elicitur 

y  =  T  -  rx  +/.(^  +  a:ar), 
VoL  III.  13 


90  CAPUT     IV. 

quani   formulam  integrabilem  reddi  oportet     Cum  igitm*  z   ait  func* 
tio   data    ipsarum    ^  et  r,    posito   r    constante    quaeratur  integrale 

fprmulae   ^  ^  ,  sitque 

unde  dlfTerentiando  prodeat 

DV  =  ^^  -h  RDr , 

ac  jam  patet  esse  debere  o?  n:  R  -+-  f :  r ,  indeque  obtineri 
y  =1  ~  —  Rr  —  rifr  +  V  -h  f  :  r, 

H. 

qtiibus  duabus  aequationibus  relatio   inter  quantitates    propositas  de- 
terminatur.     Pjimo  igitur  posito  p  zn  qr^  datur  z  per  q  et  r»    De- 

inde  sumto  r  constante  integretur  formula  — ,    sitque  intcgrale  rc« 

sultans  V— /*  ^,    qnod  etiam   per   ^  et  r   datar;    uade   sumto  q 

constante  coUigitur  R  zz:  (g^) .     Quibus  inyemis  erit 

a:zz:R  +  f:r  ct  y  z=  ^ -^  rx  -\-Y  -^^tir  ^ 
sicque  omnes  quantitates  per  blhas  yariabiles  ^  et  r  determinantar. 

Corollarium      1. 

13  3.     Quia   permutatis  o:  et  ^   litterae  p  et  q   permutantur» 
ttmili    modo   noatrftm  myeatigationeia   inciperc    potuiasemus    ab   ae* 

quatione 

-^^  , 3«         qdy 

P  P 

aimilisque  solutio  prodiisset,  quac  quidfim  fortna  diversa  at  re  con* 

gruens  esset. 

Corollarium     2^ 

134.     Jam  scilicet  posito  qzzzps^    ut  sit 
dx  z=z  ^  ^  s^,    c?it 


CAPUT     IV.  91 

Jam  suinto  s  constantc  ponatur  /^zz:U,  quae  quantitas  per  p  et 
s  dcterminatur ,  ex  ea  vero  prodeat  (|^)=z:S,    erit 

yzzS+r:^  ct  ^=:j — ^y  +  U  +  f:^, 

Exemplum      1. 

136.     Si   esse   debeat  p^q  :zi  ^^    solutionem  pro   hoc   casu 
exhibere. 

Posito  pzzzqr  ^    crit   z  —  aq(^i  +  r) »    nunc    sumto   r   con- 
stante  crit 

Hinc  reperitur 

xi=zalq'+'f:r,  et  yzz:~ —ar/^— rf  :r-f-a(l  H-r^/^-^-frr,  sca 
yz=a(i  4-r)-}-a/7  —  rf  :r-hf:r. 
Si  hinc  q  elidere  velimus ,    ob  a  zi:    .  ^  .■  solutio  his  duabus  ae« 
quationibus  continetur 

xz=:al^-^+t^:r,    et 


Undc  sequenti  modo  praecedens  solutio  elici  potest ,  ex  forma 
priori  cst 

-  —  /-=:—  /(1  ^-r)-4--f  :m:funct.r, 

e^  ambabus  vero 

y  —  X  —  a  (1  +  r)  —  (1  -f-  r)  f  :  r  -4-  f :  r  zz:  funct.  r. 

Cum  crgo  tam  ^  —  Z^  ,  seu  sc  *,  quam  y  —  x  sit  functio 
ipsuis  r^  altera  forma  aequabitur  functioni  alterius ;  unde  statui 
potest 


92  CAPUT    IT. 


X 


m 


ze      *  rr  F  :  (y  —  a:)  ,    seu  z  zz:  c  *  F  :  (y  —  x)  , 


quae  cst  solutia  ante  inventa^ 

£  X  e  ni  p  1  u  n>      2. 

136.      Si  posito  dzznpdx  ^  (jdy    debeat    essc    zzizapq^    rela- 
tionein  inter  ar^  y  et  z  invcsligare. 

Posito   pzizqr    erit    zznaqqr^     et    sumto    r    constante    sic 
V  ~  A-— iz:  a^r,   hiucque  R  zz  (^-)  zn  aqr.      Quocirca  habebimus 

o:  izi  rt^  -f-  f  :  /•    et    y  zz  aqr  —  r  f  :  r  -f-  f  r  r  , 

scu  ob  r  zi:  ^- ,    erit 

aqq  ' 

a:zz:a(7-Hf:-^  et  y  zi:  ~  —  -*   f  : -''- -l-f :  —  ^ 

'  a<7<7  «^  q  aqq  aqq  aqq 

Hic  in  genere  notemus  si  sit  f^rzzt;,  ponamusque  rziiF'^:^;,   ob 
dr  zz:  di;JF'^^  :  v  ,    fore 

f :  r  zn/drf  :  r  zzifvbvY^  :  v  iz:  i;F'' :  v  —  F  :  i; ,    scu 
f :  r  izz  z;F^ :  v  —  F  :  t; ,    hincque 
f :  r  —  r  f  :  r  zz:  —  F  :  i/. 

Quare  cum  sit  f^:rzz:a?  —  aq^  si  ponamw  riizF'':^^; — aq),  erit 

f:r  —  rf  irzzi  —  F  :  (x  —  aq)    et 

y  zzz  aqy  :  (x  —  aq)  —  F  :  (x  —  ag)  ,    atquc 

z  nz  a^9rF'' :  (x  —  aq). 


S  c  h  0 1  i  o  it. 


137.    Hae  postremac  formulae  ita  ^tatim  ex  condStione  qu8C<- 
\  elici  potsunt.     Nam  oh  p  zzi^  crit 


•tfonis  elici  potsunt 


CAPUT     IV.  9j 

zz  =  f  +  ,a^,  «  a.v  =  ^'  -  !|-', 

hincque 

ubi  maniicstum    est   esse    ^  functionem.  quantitatis    q  —  — .      Quare 
posito 

f-  =  F^  :  (<7   -    f>,    erit 

y=^j-^^  :(<7-.-!3-  .... 

Quin  ctiam  indid^m   afia  solutlo  dcducl  potest  ponend^ 

quac  posito  2j  —  qv  abit  in 

3^7  ir:    -  (jjdq   -4-  ^^i^   —   ^Sy) »    unde 
ar  =:  a<7  +  /^  (5i;   —  dy^. 


Quare  ponatur 


iz   f  :   (t;    —   1/;^    critque 
ar  =:  a^  .+.  f  :  (i;   —   j/)  . 

Jam  restituto  valore  t;  ~  —  habebitur 

^   rzr  r  :  (f  -  2/)    et  o:    -   a^  =  f  :  (1-    _   y). 

Prima    autem    solutio    ad  climinanda  7  et  r    est  aptissima    in  cxem- 
pUs^.     Si  enim  ponatur 

r  :  r  1=  ^  4-  c  ,    erit   f  :  r  —   2bYr  +   cr  +  d; 
fainc. 

h 

z  zn   aqqr     et     x  ziz  aq    -^  :^  ^   c  ^ 
atquc 

y  zzi  aqr   -f-   by^r  +   d. 

Jam   ob  r  —  —  fit 


X 


aq  ^  bq^^   ^  C    ti    y   z=Z  ^  -h  -V^Z^^' 


g4  CAPUT     IV. 

Hinc 

et  mvltiplicando  Uiditiir  q^    fitque 


ita  ut  sit 

6  -f-]/asiziy^(a:  —  c)  (y  —  d>» 

ct  proinde 

II 

quae  si  6  =  c:=;  ^zi:  0  dat  casmn  aimplictsaimimi  ^^^ 


CAPUT    V. 

DE 

RESOLUTIONE     AEQUATIONUM     QUIBUS     RELATIO     INTER 

QUANTITATES  (—),  (||),   ET  BINAS  TRIUM  VARIABI- 

LIUM  X,  y,  %  QUAECUNQUE  DATUR. 


Problema     21. 

138. 

Si  posito  dz  =  pbx  -f-  q^y^  debeat  csse  px  -^qyznO,  fonctionls 
3  indolem  per  o;  et  ^  ia  genere  investrgare. 

S  Q  1  u  t  i  o. 
Cum  sit  7  rz  —  ^ ,    erit 

dz  =:  pdx  -"^  zz  ;«;  (^  -  ^,    seu 

a^  = /'a  (y  -  f)  =  «/ a  .  ^ 

Unde   patet  py    esse    debere    functionem    ipsius  |r    ac*  5i    ponatur 
f^=  r  :  ?,    fore    z  =  f  :  ^- 

Perpetuo  scilicet  in  designandis  functionibus  fiac  lege  utemur,  ut  sit 

d.  .  f  r  i^  —  drf'  :  t;^ 
sicque   porro 

d.fivzz:  dvf''  :v  et  d.f':v=:  dvf^' :  i;,.  etc. 
At  f:-  denotat  funetionenr  quamcunque  homogeneam   jpsarum  x  et 


96  CAPUT     y. 

^  nuUius    diinensioms ,    ac    si  z  fuerit  talis   functio  qnaecmique,    ^t 
idiiFerentiando   prodeat  dz  zzi  pbx  -[-  q^dy  >    seraper  crit 

p  X  — |-  q  y  zz:   0. 

C  0  r  0  1  1  a  r  i  u  m      1. 

13  9.      Quodsi  ergo  z  fuerit  functio  homogenea  nuUius  dimeQ« 
Vwnis   ipsarum  rc  et  t/ ,   ob 

=- (§f)  +  y  (a*)  =  «• 

^uam  veritatem  quidem  jam  supra  ericuimui^ 

C!  0  r  0  1  lar  i  u  m      2. 
i  40  •     Tum  vero   cum  sit 


X 


'  y  y  ^  yy  y 

«rit    p    functio    homogenea    ipsarum    x  et  y    numeri    diraensionem 

» 

^  —  1 ,  et  si  sit  q  zzz  —^  ,    ipsa  functio  z  reperitur  ex  integra- 
tione  zznfpyd .  y- 

S  c  h  o  1  i  0  n. 

141.      Siraili  modo  solvitur  probleraa ,  si  posito 
dz  z::z  pd  X  -+-  qdy  j 
ileri  debeat  mpx  -4-  nqy  zn  a.     Tum  .  enim  ch  qzn  —  — -  ^^ ,    crit 

^z  =  ^-^  +  pdx  —  5^'^ ,    seu 

-j     ady^     ,    fx  xTiSbf  mdy\ e^y  j^    fy^    T^  '  ^  • 

"~  ny      •*  «   N  *  y  /  ny  *»     twc^"~  «  ^  *  ^^  * 

mde  :Solatio  praebet 


jy"^    >— f>g!.  et  z  —  i/t/-i.f-?^ 


CAPUT     V.  i©7 

Quin  «tlarn  lioc  gcneralius  problema  resolvi  potest,  *quo  esse  debet 

pX.-fr.  qX.~  hy  ^xistente   X  functione    ipsiiis  x  ^  et   Y  ipsius  jf, 
Cum  cpim  iflde  fiat  q  ziz  y-  —  ^  »    crit 


i:    f 


!.■.:■ 


Statui  ergo  debet 

indeque  fit  . 

X  =  A/^  +  f  :  il^i   _  f^, 

P  r  o  b  1  e  m  a     22. 

142.      Si    posito    dzziz  pdx  -^qdy  ^    debet    esse    |    aequala 

functloni  datae  «cuicunque  ipsarum  x  et  y^    indolem  functionis  z  in 
genere  investigare. 

D  0  I  U  t  1  O. 

SitV  ista  functio  data  ipsarum  x  ti  y  ^  ui  sit  ^nr;?V,  ct 
habebitur  dzzzp  Cdx -^  Vdy).  Dabitur  jara  muliiplrcator  M  itidcm 
fffnctio  ipsarum  o:  et  y,  ut  M  Qx  -+-Ydy}  flat  integrabile.  Pona- 
tur  ergo   M  {dx  ^Ydy)  zn  ^S  ,     ac   dabiiur  etiam   S   functio   ipsa- 

rum  X  et  y.      Cum  ergo   sit  ^snz—-,    perspicuum  est,    quanlita- 

tem  -j^  aequari  debere  functioni  ipsius  S,  quare   si  ponamus  |,  l^f:  Sf 

fiet  z  rn:  f  :  S  ,    indeque  erit 

p  ZH  Ui"  :   S    et    q   zzi  MYf  :   3. 

C  0  r  0  11  a;r  i  u  m      1. 


t    I 


143.      Hoc  ergo  casu  funciio    quaesita  ^  statim   invenitur  per 
X   et  y  expressa,    quoniam   S   per  x   ei  y  datur.  ,    Fieri    autem    po- 
tcst,  ut  S  prodeat  quantitas   transcendcns;  quin  ctiam  ui   pcr  raetha- 
do8  adhuc  cognitas   multiplicator  lA   ne  inveniri  quidem   jpossit. 
Vol.  IIL  V  iS 


,v. 


•» 


0»  C  A  P  U  T     V. 

Corollarium      2» 

tA4.     Si   U    ftit    functio    nultiui    dimonsionis    ip^irum    x    et  jf, 
erit  M  :^  ;^v"  *      ^^^  posilo  a:  zz:  vt/\,  fict  V  functio  ipsius  »,   ct 


Capiatur    M  z=.  ^  (^  !^  y)  *    eritque 

dS   =  ^  -+-   -^ ;    «nde  rcperitur 


f  :(/^+/,T-^-v)- 


S  c  h  0  I  i  o  n. 

145.      Ob  perrnutabilitatem   ipsarum  p  ct  x  item   y   ct  y,    ai. 
mili  modo   sequentia  problemata  resolvi  posaant 

I.  Si  dcbeat  &se  qzzzxY^    existefte  V  functione  quacunquc 
ipsarum  p  et  j/,    consideretur  forma 

zzzipx  -\-f(.qdy  —  x^Pl  z=.px-^fx  (Tdy  —  3sp). 

Quaeratur  uiulliplicator   M ,    ut  sit  ip, 

M   iSdy    —    dp)  =.  dS,  * 

erit  S  functio  ipsaium  p  ct  y  y    atque 

z  —  px  -t-  /  ^i  ;  «. 

ex   quo  colligitur  hacc  solutio 

■J  —  f  :  S    et    «  =  pMf  :  S   -h  f  :  5/ 

II.  Si  debeat  es«e    yznpYy    existcnte    Y   functione   qtiacun- 
qae  ipsarum  x  et  g.      ConsiderbtUr   forma 

3  z=::'gtr-^f  ip^x  —'ydq)  r^qy^fp^x--  Y^tf). 

I 

Quaerator  multiplicator   M  ,    ut  sit  -  *• 

M  \dx  —  Ydg)  =:  as,  '  , 


CAPUT     Y-  ff 


erit  S  functio  jpsainjm  x  ^x  q  ^    et 

rpds 


Qaare  fit 

-J-=:frS    et    z=i^4-f:S, 

seti  ob   p  zzz  Y^    ^^*' 

y  zz:  MVr  :  S    et  z  =:  qWff  :   S   ^  f  :  5. 


III-      Si  debeat    csse  yzzi  xV  ^    existente  V  functione    quacuiN 
qne  ipsarum  p  ei   g  ^   considerelur   haec   fortna 

z  z=z  px  -^  qy   —  /  {xdp   -{-  xYdg). 
Quaeratur  multiplioator   M  ,    ut  fiat 

M  Qp  ^  vav)  =:  as, 

crit  S  functio  ipsarum  p  et^q  ^    et 

+  /'xdS  • 

9y  —  J  u^ 

unde  haec  soluiio  nascitur 

-g-  n:  f   :  S    et    z  zz:  /7.C  -f-  ^y   —  f  :  S. 

Omnes  hi  casus  huc  1-cdeunt,  ut  quateinarum  quantitatum  p,  x,  ^ 
y ,  vel  -^  ,  vel  -|- ,  vel  -^  ,  vel  -^  ,  aequetur  ftiuctioni  cuicunqua 
binanim  reliquarum. 

Pr  0  b  1  e  m  a      23. 

146,  Si  posito  d  z  ziz  pd  X  -^  qd  y  <,  reqniratur  ut  sit 
^mpV-l-U,  cj^istente  tam  V  quam  U  functione  quacunque  bi- 
narum  variabilidm  ^  et  t^ ,  indolem  functionis  z  in  genere  ioTe* 
ttigare* 

Solutio. 

Cum   ob    7  zr:  pV  -+-  U    sit 

dz  —  p  Qx  -+-  Ydy)  -+-  VBy  • 


miaeratur  prin)(y  muItipITcator   M    (ormulam:  3a:-+-V3y  reddens   in- 

legrabUem  ,     sitque 

crunt  M   et  S   functiones   ipsarum  o;   ct  y  ,     fietquc 
dz  —  ^lf  -h  uay: 


M 

Cura  jam  sit  S  functia  ipsarum  x  ct  ^  ,  indc  x  per  y  et  S  defi- 
niri  potest,  quo  valore  introducto  ficnt  U  et  M  functionfes  ipsarura 
y  et  S.      Nunc   sumto   S    constante,    integrctur  formula .  Uc)y ,    sitquc 

f\5dy  —  T  +  f  :   S, 
ac  posito 

d'V  —  Vdy  4-  WDS ,    fiet 

{f  izi  W   -4-  'f'  :   S    et    z  =:  T  +  f  :   S  . 
sicque  omnia  per  binas*  variabilcs  ^  ct  S  exprimcntur. 

C  o  r  0  1 1  a  r  i  u  m      1. 

i  4  7.  Datis  crgo-  binarum  variabiliunt  x  tt  y  fuhctionibus  V 
et  U ,  ut  sit  ^  ~  pV  -|-  U  ,  solutio  problematis  primo  postiilat ,  ut 
txiuUipncator  M  investigetur  formula m  dx  +  ^dy  integrabilem  rcd- 
dcns ,  quo  invento  habetur  functio  S  earundem  variabilium  x  et 
y  ,    ut  sit  * 

S  —  /M  Qx  H-  V9y). 


C  o  r  o  1 1  a  r  f  u  m      2  •. 

148«.  In  hunc  fincm  considerari  convcniet  acquationcm  dlfie* 
rentialem  3ar-f-V3y~0,  hacc  enim  si  integrari  potcrit ,  simul 
inde  colligi  potest  multiplicator  M,  ut  formula  M(5y-f-V9y) 
fiat  verum  dlfirercntiale  cujusdam  functionis  S ,  quac  propierca  hinc 
invcnietur. 


<£« 


CAPUT    y:  iOi 

Caroirarittra    '3v     ^'  :-';...-'    •■'••<.: 


149.  InTcirta  porra  hac  (unclione  S,  quantitas  a:  pcr  y  ct 
S  cxprinrH  debet,  ita  ut  x'  a-eqiiclur.  functioni  ipsa^um  t/  et  S,  quo 
Talore  in  quantitate  U  substituto ,  quaeratur  in^legrale  yU^  rzr  Ti 
•pcctata  S'  ut  constante,  -  sicque  obtincbitui:  T  fuQctio-  IpsarDfm  y  ct  S» 

C  0  r  o  1 1  a  r  i  u  m.     4» 

150.  Denique     inventa    hac     funciione    T,     sit    W  ri  Q^) 

tinde    tandem     colligitur     solutio     problcmatis     his     duabus    formulis 
contenta 

■^  =  W  +  f  :   S  ,    et    z  =r  T   4-  f  :   S  ; 

libi    cum    S    sit    functio    ipsarum    x    cl  t/ ,    pro    z    statim   rcpcritur 
functio  ipsarum  x  ct  y. 

C  or  0  1 1  a  r  i  u  ra      6* 

151.  Si  U  sit  functio  ipsius.j/  t^^tum.,  non  cpus  cst  illa 
cxprcssione     ipsius    x    per   y    et   S ,  ^ed    T  zn/Vdy    erit    quoque 

functio    ipsius    y   tantum  ,    hihc  W  —  (j^)  iz:  0.      Hic    autem   casus 

manifcsto  ireducitur  ad  praeGcdentem  poncndo  ^  loco   z  ^X^dy* 

Exemplum      1. 

162.      Si  posito    3z  izip3x  -\- gdy  f     debeal   eW  ^  m  —  -^  —  ^ 
indolem  /unctionis  z  invesligare. 

Hic  ergo  est 

V  =1  -    et   U  zz:  ^; 
Qnde  ob 

dx  -f.  vay  —  dx  -^  ^. 


its  c^APUT    v: 

eric  multlpliettor  M  =r^ ,    et  d  8  =:  ydJt  4*  xdy ,    hinc    S  r=:  ^x^, 
tieque .  habebhur 

a:=  |-    et    U  =:  ?•        '  ;    . 

Jftm  erit  ^ 

T  =/o3v  =  /2^  = :-;.  «t  w  =  =^. 

Qi&are  pro  solutione  hujus  exempli  habebimus 

^  —    z^      y^  r.D,    ei    z  —  js«^*» 
aea  ob    52=  ^y  erit 

Exemplum      3. 

Iili3.     ^S?  posito  dz  im  pdj^ -+>  ^dlf  debeat  tsst 

px  -^  cffj  —  n?/  ixx  ^  yy)^ 
indolem  functwnis^  z  invesiiyar^. 

Cum  hic  sit  qziz'^^^^  y^Cxx^yy),    erit 
V  =  =^    et    U  =  ^  /(a^a?  +  yy), 

Ecgo  5S  z::  M{da;  — -  ^  ,    quare  capiatur  M  r=  - ,    tjt  fiat 

as  =:  ^   -.  5^,    et    S  :=  i^. 
Hinc  orltur 


a?  =  Sy ,    et    U  =  71  /  (I    -f-  SS)  ; 
ideoqae  posito   S  constante  erit 

T  =  /VBy=:nyy/a  +SS).  ct  W  rr:  (||)  rr  ^^- ^,j ; 

ita  ut  solutio   nostrae   quaestionis  sft 


nyS 


Py  ~  VU^IT)  -+-  f' :  S,  et  zr=  wy  ^-  (I  ^-  SS)  -4-  f :  3. 


Cam  igitur  sit  S  —  —  ,    crit 


CAPUT     T.  flf3 


»  =.  n  /  ix»  -+-  yy>  -h  f  :  V »  '    ^ 

ut)!  f :  —  denotat   functiouem   quamcunque   nullius  dlmensiMW  ^ 

TUm    X    «t   y,       -•     .^..;-t       .    ^,'.  ;_     .     ,  ■     ..:    ,'„■■■, 

ExempIumS.  *     t 

*.  '  . 

15  4.     iSt  posito  dz  ziz  pdx  -\-  qdl/  debtat  esse 

pxx  +  gyy  :rz  nxy , 
' ^  —  functionis  z  indolem  investigare^ 


Cum  sit  ^'rh— fi??!^.^,    ojrit 


*X  .  -rr  nX  .  ' 

-  — —    •  .  ■ 


V  =  =,—    et    U  _    ^ 
yy  y 


Ciuare    ob    dS  :;:z  U  {dx  —  ^^^,    capiatnr   M  =  j^,    »t  ««« 


I  I    X — y  YY-  •!. 

rn zi: .     Hmc  erit 


**       # 


X  ^  1 S^ 

\^to(^  V  z^  ^-^^Zs^  .     Sumto  igitur  S  constahte  habebimur 

T  -7^%=:-   1-/(1.-   Sy),    et 

,W=-h,^/(l   -  Sy)  4-s(;^si5- 

Consequenler  ob 
Mlutio  praebet 

■    *  -  *.   ' 

S  c  h  o  1  i  o  n. 


'/1 


X — y       «     '  xj'  •     . .    .  .!> 

•^4 


.  15 5.  £x  solutione  hujus  problematis  etiam  haec  quaestio  la* 
*  tiua  patcnSf-TcsolVi  potest.  Sint  P,  Q,  item  V,  U  functiones  quaectn* 
A''a6e  datae  ipsaram  x  et  ^/ et  quaeri  oporteat  funetionem  2^,  ut  ^it 


dte  csD  iPd»  -|i-  4^^^-+-  L  <¥ajc  -+*  uay> , 


.a  j. 


teu  quod  «odem  redit ,' funefio -^  iiivesitig9rt  )de>4t ,  itit  tsta  formalA 
^imireniu\i3^ 4fa,egf;fitionem  aatpittat,  Ad  hoc.pr^efttan^um  quaera- 
tur  primo  multiplicator  M*  furmuiam  V^j: -j- Udy  inte^raDiiem  effi- 
cicns  ,  ponaturque  3S  —  M  (Vdx-{-^dy)  /tinde  functia  S  rcpcrrfur 
per  XB  ^t  y  ^xpressa,  Ex  ea  quaeratur  yalor  ipsius  jc  pcr  y  et 
S  expressus ;     et  <ium   sHf      *     ' 

hic  ubiqueloco  a:Talor  illp.,5ubstrtuatuv;  sit  autem  ind^  dx^Edy-^Fdi^ 
Unde  ctiam   E  et  F  innolescent  ^    erilque 

dz  =2  E?dy  4-  G£^.  -4-  TP^IS  4-  ^ 
Sumatur  quantitas  1S  pro  constioite ,    sitgue*    -  -' 

'^  z  =  T   -f-  f  :  S,  ....    -     r 


^od   quldem   ad   solutionem  sufBcit  ;    sed  .ad  L  inyeniendum ,    ditk^ 
rentietur  liaec  cxpressip 

liU^ziiL  l(BP^+  -Q)  ^y  -4-  as-  •  (|?)  4-  dSf:  'S^i*  ^- 


ac  necesse  cf^  fiat   .  ,    * 

ideoquc  ^^  '  .  ^^     .^  ^ 

L  ±1—   FMP  +  M  (g)  4..>If  rS.„ 

Cacterum    ob    permutabilrtatera   jpsarum  ;?,  o:   et  q^yf/  ^r  tihm  hiific 
sequentia  jproblemata  xesolvi  possuiit  ,._qiiae  propterea.  strictim  pcr** 


iCurram, 


k  I 


i  t 


Troblema      24. 

;  j^zn:  Vx  4^U«    cxistt^tc  tam  Y  <)uaiti  *U  :fuactk>nc.  q^acunqlicod§te 
ipsariBtn  p  et^lTt  inrestjlg^  indipl<;fn  f^nctiontf.  tiutcsitaK«  z.         ^ 


*. 


CAPUT     T,  1«» 

;i3olntio. 

tJtftmur  formnlft 

z  z=i  px  ^-  /  (jqdy  —  xdffy^ 
et  enm  loco  q  ralore  sabstituto  sit 

hane  formulam  imegrabilem  reddi  ^oportet     Sit   ea   brevitatit  grtfia 
^ ,    «t  cum  sit 

xjuaeratur   primo   multiprrcator  M    formulam  V9y  —  9;>   integrabnem 
reddens  ,    ponaturque 

M  (Vdy   —   dp)  =  as, 
«icque   S  dabitur  per  y  ^^  Pi    unde  p  cliciatur  per  y  et  .5  expvea* 
«um,    quo   valore   ibi   substituto   erit 

aj  =  t  -H  wy-  ,        ,     , 

Jam  sumto  S  constante  sutnatur  integrale 
/Vdy  =  T  4-  f  :   S ,    eritque 

^:=  (g)  4-  f  :  S,    ct    ^  =  T  ^-  f  :  S. 

Solutio  Jgitur  per  binas  variabiles  ^  et  S  ita  sc  habebit 

a:  —   M  (15)  -4-  M  f  :   S,    et    z  =:  ;?x  -f-  T  4-  f ;  S , 


ubi  nticic  quidem  S  pea  p  et  y  datur. 

P^o  b  i  em  a     2S. 

15  7.  Si  posito  3z  —  pdor-f-  q^^y  requiratur ,  ut  sit 
pmYt/^-U,  existentibus  V  et  U  functiombus  datis  ipsarum  x 
ct  q ,    indulem   functioms  z  investigare. 

S  0 1  u  t  i  o. 

Utamur  jam  forma 

z  =:z  <iy  '+-  f^>dsc  —  y^q)^ 
VoU   III.  14 


penatucque-  formurai  ad  intcgratidneiXB  pierducenda: 
Hina  pro^  p  valorem   assumtum;  substit.uendc^^  eifit 


•  .     •  • 


uaeramusv-imiltTpliciitorem  IVf ,  -nt  fiafc- 

•  j.  »  ,.  *^'(V^^  —  30  dr  dS,    '      •        ^" 

ac  tam  M  quam  S  erunt  functiones  ipsarum  x  tt  </,  .ex  quariim 
Dosteripri  valpr  ipaius  q  per  x  et  S  expressua  eliciatur ,  in  se* 
quenti  operatiohe   pro  q  substituendus*.      Scilicet  cum  nunc  sit 


M 

avuhto  S  constante  quaeratur  T  ziz/UdXy,   sitque* 

"b  —  T   -4-  f  :  S , 
unde  colligitur 

^  =  ^)  +  r  :  S ,    et    z^  ~  ^  -f-  T  -H  f  :  S.' 

ac  nunc  quidem  pro  S  valorent  ita  x  et  g  resUtuerc  licet. 

■  ..-.■..•        ..        -•  .». 

V     i  Problemai     26.. 

15  8.  Sl  posito  dzzzpdx-h  q^y  reqMiratur^  ut  sit  j/s:T*-+-U, 
existentibus  V  et  U  functioRibus^  quibuscunque  datis  ipsarum  p  et  q^ 
indolem  functionis  z^  in  genere  initesdgare.. 

■  I  ■*  . 

S  o  1  u  t  i  0.. 


Hic  utendum  est  formufa 

z  —  px   -+.  qy   —  /  {x^hp   -4-  J/d^)- 

Statuatur  /{xdp  -+-  y^q^)  zn  ^ ,   eritque  pro  y  valorem  praescriptum 
substituendo  ' 

d^  zz:  xdp    -+- Tx^q   -f-  U^. 


KTAPUT     T  4*jr 

Qaaerotur  ;j<aKi  •  x(>.u|tiplictftpr  M  ■,  formulam  ^p  rit"  ¥^  .'^tegi9.tv3sgp 
reddens,    sitquet         y 

ixbi  M  ct  S  per '/?' ct  7  dabuntur-;  ct  cx  poBteriori  ^litBatur  yalor 
jpsaus  />  per  ^  et  S  ^expressus  ^  ^qao  'demceps  nti  ^poptetf^^  "i  SfUir 
cet  -cum  sit 

-«umto   S  constante  integretur  formula  TJ5^ ,   sitque  T  zz:/\Jdg  ,   erit 

^  zzz  T  -i-  f  :  S   hincque 

Omnia  "crgo  per  p  ti  q  ,  imde  M ,  S  -et  T  cum  (^) '■^dautnr 4  ^ 
-determinsbuntur  ut  sit  ' 

arzrM^^^-HMf^S,    ymVar-fU,    et  . 


->  •  - 


a  =  jt>a? -j- ^y  —  T  —  f:S. 

■  I 

Exemplum- 

169.     Si  posito  dz  —  pdx  -f-  g^y   debeat  ^sse  px  ^  qy  rr  apg^ 
indolem  fUnctionis  z  investigare. 


\  ■  •     ••*fj'     .« 


Cum  ergo  sit 

V  =  *=^,    U  =  a;;. 


'  *  1*1*  '         '        * 


Quia  nunc  esse  debet 

capiatur   M  izi  —  fitque 

S  =:   ^    et    p  =  Sg. 

q 

Hing  V^aSg^    c^t./jpmto   S  constantc 


I    » 


1 


..-;....    ^^jT^  in^P^ihriinr^ty,:   .  ?.     .   .         ^»'..;.».  ." « 


168  CAPITT     T. 

'**  (f^)  "^i"^-  •  QcKx^ii^c'  P>^o  sohitione  fiabebtmtift 
x  =  iaq~^-L(^'.f^-,    y=,iap-.^C:^,    et 

z  = /jor -»- ^rjf  —  4<y9  —  f :  J- z=  I  a/»<7 -.- f : -|  • 

Fcr"  redoctienem  auten  sopra  traditanh  babebimus- 
y  =z  (a^  —  a?)  F' :  iqx  —  lo^^)  ,    ct 
z^zgy-i-F:  iqx  —  ^a^^)^ 

■  ■ 

S  c  h  o  I  i  o  Hi 

160.  Qiiatuor  problemata  haec  conjunctim  considerata  ad* 
modum  late  patent ,  atque  pro^  formula  dz~pdx-{^q^  omnes 
relationes  inter  p,  q-^  oc  ^l  y  complectuntur,  in  quibus  vet  x  et  y^ 
Tei  p  et  y^  vel  o;  et  ^,  vel  p  et  ^ ,  nusquam  unam  dimensionem 
superant.  £x  quo  saepe  fieri  potest ,  ut  eadem  quaestio  per  duo 
plurave  borum  quatuor  problematum  resolvi  posslt;  veluti  evenit  in 
excmplo  boc  postremo ,  in  quu  cum  non  solum  :r  et  y,  sed  etiam 
o?  et  9  ,  itemque  p  et  t/,  nusquam  plits  una  dimensione  occupant , 
id  ad  tiia  praecedentia  probleroata  referri  queat ,  baecque  conditio 
primo  tantum  problematl  adversatur.  Quod  ai  autem  inter  p^  q^ 
X  ti  y  ^  baec  relatio   pracscribatur ,  ut   esse  debeat 

apx  -+-  ^qy  -{-  ap  -4-  bq  4-  mx  -+•  w«/  -f-  m:  0* , 

resotutio  per  omnia  quatuor  prablemata  aeque  institui  potest.  Ye* 
rum  etiam  resolutiones  inde  ortae,  etiamsi  forma  discrepent,  tamen 
per  reduetionem  ante  expositam  ad  consensum  revocari  poaaunt. 
At  sequens  casus  latissime  patens  resoiuiionem  quoque  admittit, 
qucm  propterea  evoivi  convenietr 

Pr  o  b  le  ma      27« 


161.      Si  po«ito  dz  zr  pdx  -^qdyj    itittr  /7,  q  ct  Xj  y  ejtia- 
modi  relatio    detur,    ut   functio    quaedam   ipsatum  p^ti  x    aequetur 


CAPUT     V.  rog 

functioni    cuipiaia  ipsanixa  q  et  t/,    functionis  z  indolcni  in  {cnero 
inyestJgare. 

S  0  1  u  1 1  ov 

Sit  P  functio  illa  ipsarum  p  et  x  ^  ct  Q  functio  illa  ipsamm 
q  et  y^  quae  inter  se  aequales  esse  debent.  Cum  igitur  sit  PzrQ, 
ponatur  utraque  zz:  i; ,  ut  sit  P  —  i;  et  Q  nz  v.  Ex  priori  ergo 
p  definire  licebit  per  o?  et  i; ,  ex  posteriori  vero  q  per  y  et  v ; 
quo  faclo  in  formula  dz  zrz  pdx  -^qdy^  cum  p  sit  functio  ipsarum 
X  et  i;,  integretur  pars  pdx  sumlo  i;  •  constante ,  sitque  y/^ar  zz:  R, 
simili  modo  cum  q  sit  functio  ipsarum  y  ti  v  ^  integretur  quoque 
altera  pars  qdy  sumto  v  constante ,  sitque  /qdy  ~  S  ;  erit  ergo 
R  :zz  functioni  ipsnrum  x  ct  i;  ^  et  S  zi:  functioni  ipsarum  y  et  v, 
At   sumio  etiam   v  variabili  sit 


3R  zz:  p5a? -h  V5v  ^    et    9S  ziz  ^Jy  4-Udi;, 

unde  coHigitur 

9z  zi:  aR  -f.  as   —   ai;  (V  4-  U) , 

quac   forma  quia   inlegrabilis   essc   debet,   oportct  sit  V  -*-  U  zz:  T :  t^. 
Quare  solutio  probiemaiis  his  duabus  aequationibus  continebitur 

Uzz:f:i;  et  zzz:R-f-S  — f;i;. 


Scilicet  cum  p ,  R  et  V  dentur  per  x  tl  v  \  atque  7;  S  et  U  per 
y  tx,  v  ^  per  aequationem  piiorem  definitur  tr  ex  x  et  y ,  qui  va* 
lor    in    alrera    substitutus    determinabit    lunctioncm    quaesilant  z  per 

X  ct  y. 

e  o  r  0  I  Fa  riura      t. 

162.      Quoties    ergo  q    ejusmodi    functioni   ipsarura   p  ^^  x  ^  y 
aequari    dcbet^    ut  inde    aequatio    furmari    posisit,    ex    cujus   altera 


'     •  •  >«i 


<■«      • 


ilO  CAPUT     r. 

parte   tanttrai   binae   Ktterae  x  tt  p  ^    ex^ultera  taatam   bifiae 
quac  y  ct  ^  repcriantur  ,  problema  resolvi  potcrit. 

Corollarium      2. 

163.  Si  functio  llla  binarum  litterarum  p  ttx^  quam  posui 
P^  ita  sit  comparata  ,  ut  posita  ea  zi:  i;  inde  faciUus  a?  per  p  et 
t;  definiri  possit ,   tum  uti   convcniet  formula 

z  ~  px  -\-  /iqdy   —   xdp)  » 
et  eVolutio  pcrinde  se  habebit  atque  antc. 

Corollarium      3« 

164.  Simili  raodo  si  ex  functionc  altcra  Q  rz:  i; ,  quantitas 
y  facilius  per   q   ct  v  definiatur ,    resolutio   cx  forma 

.     z  z=.  qy  -^  fCpdx   —   ydq) 

erit  petenda.      Sin   autem  utrumque  cvcniat,   ut  tam  x  per  p  et  v, 
quam  y  per  q  ct  v  dcfiniatur ,  utendum  crit  formula 

z  -=:  px  ^  qy  —  /  ixdp  +  ydq). 

S  c  h  o  I  i  o  n. 

165.  Problema  hoc  innumerabiles  complectitur  casus  in  prae- 
ee<fentibu8  non  comprehensos ,  atquc  ctiam  ejus  solutio  divcrso  iii- 
litur  fundatoento.  Interim  tamen  longissime  adhuc  distamus  a  so- 
hitione  problematis  gencralis  »  cui  hoc  caput  cst  destinatum  et  qjuo 
in  gcnerc  solutio  desidcratur,  si  intcr  quatcrnas  quantitatcs  p^  qr,  ^x^ 
y  acquatio  quaecunquc  proponatur ;  quac  autem  ob  defectum  Ana- 
lyseos  ne  spcrari  quidem  posse  yidetur.  Contentos  ergo  nos  essc 
oportct,  si  quam  plurimos  casus  rcsolverc  doouerimus.  Quo  autem 
Yis  hujtts  problematis  magis  perspiciatur  aliquot  cxempla  adjungamus. 

I  *  ■  1 1  •     •,  ,^ 


©APUT      V.  111 

£  X  e  m  p  1  u  m     !•. 

166.     Si  posUo   dz  :zz pdx  -i-  gdy  r   esse  dedeat  q^zn^^^^    in^ 
dolem  /iinctionis  z  investigare.- 

Quia  hic  ;>,  ^,  et  7,  y   separare  ncet,    cuitt  sit    — ^iz:^, 
pOQatur  ^zz:  t;  =  ^ ,    unde  p  per  x  tl  v  ^    ti  q   pcr  y   et  v 

Uuy  JJ 


r  aany  * 


ita"  defiJnitur  ,    ut  sit 

■^    et    q  z=:'^-^ 

aav  '  an 

ideoque 

^*     aav        *  '       a4 

Hinc  coliigimus 


sicque  —  —  y^  debet  esse   functio  ipsius  v.     Ac  posita 


3aat;        ■      3  aa 
w 


—  —  y^  zn  f  :  V,    seu    v^  —  —  —   f  r  v^y    erit 

^  =  5r.  (?  •+■  V  4-  f  :  t')- 

C  o  r  0  11  a  r  i  u  m. 

167.     Hinc  facillime  v  eliminatur  ,    si  ponatur 

f  i  V  zi:  —  —  c^,    hincque    f  :  v  rz:  "^^^  —  c*i;. 

Jam  prior  aequatio  dat  y^  —  c^  =:—-—,  unde  vt;  — *,— , ,  et  ob 

3  aaz—  —^ — ^ zzz2v(y^  —  c^)  ,  erit 


2 

3aa 


/  (X3    _    ^3)    (yS  __   ^3)  ^ 


Exemplum      2. 

168.     oi  posUo  dz  z:z  pox  -{-  qdy  y    debeat  esse 

9  =  T  /<«^   -h  yy  —   aapp), 
investigare  indolem  /iinctionis  z. 


113  CAPUT     r. 

Conditio  praescripta  redit  ad 

^99  —•  uy  ^  ^^  —  ""W  =  ^i 

unde  elicimus 

.^  =:  -J-  y  (yy  ^  w)  ,    ct    pz=.j}/  (a?«  —  »). 

Kunc  Tcro  est 

/y;»dx  == -^/a* /(arar  ~  rO  =  5^  «  /  (ar«  -  v)  -  £/jrj~r») 
seu  //?3x  =  2  / (a:* —  v)  —  ^^  /fa:  -^-  /(«a?  ~  v)]  =  K5 

«imiU  modo  e$t 

/qdy  =:  f^  }/ (yy  +  t;)  +  g  /[y  -+-  /(j^  -*- 1;)3  =  S. 

Quare  cum  sit 

^ V 

qu«  rcducitur  ad 

V  —  —  ^  —  ^  /  [a:  4-  /  (ara:  ~  1;)]  , 

^milique  modo 

U  =  ©  =  -H^-hj^/Iy+./(t^-Ht;)]. 

iibi  .cum  V  -^V  ziz  f  :v  ,    crit 


t 


a— *         /      ty -f- >/ (yy  +  v)f  * 


/•^ 


4  «6 


C:V4 


unde    vator    ipsius   v   per   x   et   y   detertnioatur.      £x    quo    tandem 
colligitur 


[y-+-  ycyy-i-v)] 


it 


a;    -  .y    .  7    ly-^-y^yyi-v}}'' 

[x-i-  -/(xx^-^vyf* 


•s 


C^  P  U  STi  'T.t  frUS 


scu 

S.cii  ol  j  on.  -   , 

4  6^.      Maec    aolutio    a    fornmlia    lagarithmida    libcrari    poie^st 
hoc   modo.      PonatuF 

ut   sit  t    (  r 

unde  t'  datur  per  t     Txixfi  ^ero  sit  i;n:fF'':f,  el  ob 

dv  f"^  :  V  i::^  T  erit 

sicque  erit  ,  ••  V 

z  =  £  /(x;r  ^r)  ^^  /(yy-H  ,»-<i^f^-HF  :«, 

ubi  cst  ,  ....         •  -   • 

iinde  t  et  i;  per  o?  et  ^  definiri  pc^test.  Hinc  statim  patet  si  ca^ 
pirftiif  f*'':^^::  9;  fore  vznO,  f  :^.;:z:  0  ^tzrr:  ~ -f- ^  j    hinc- 

que  p  zzz  '-'  et  q  zzi  ^  ->  ^uo  pacto  utique  conditiohi'  praescriptJie 
satisBt.  Caeterum  haec  ratio  'quantitates  logarithmicas  elidendi 
maxime  est  notatu  dl^qa  et  \n  aliia  q.^bus  ..usuqi  ampHssimuiDL 
habere  potest;. 


£  X  e  m  p  1  um      3. 


170.      Si'  p(rsUo  hz—pdx  ^qdy    debtat  es^e    x^y^^zn  kp^ ql, 

r    ..    f-      indolefn  fmcLiorus  z  invesUfgareX  '       : 

Vol.  III.  15 


^  •  -* 


fli4 

CAPUT    T. 

Statuatfir  ei'go 

r  - 

et  hinc  deducitur                    ' 

P  = 

—    et    V  =  ~  2^'  «'"r 

pusho  A  =  a\ 

Unde  habefmmis 

fpbx 

(m  H-  jx)  V*'         m  Hr  fJi'^     21^+»      ^ 

n  +  v 

/v3y 

(«  -+•  k)  a          (/i  -|-  k)  a  •/ 

Quocirca  erit 

> 

.1  :! 


in-t-.fft  «+v 


fta?    '^  yy  "^    v^  „ 


(m  H-  jjl)  v^         (n  h-  k>  o^         (m  -+•  fn)  («h-  y)a 


X 


itft  iit  tt  atfttuainttft,. 


—  ^ —       =  r  :  v^ 


(m-t-  jtt.)  t;*+»  (n  -t-  v)  a 

iitisrum  sit 


(m  •+•  |ui)  t;'  (n^v}  a 

Jfto  castt  suapliciasimo  panaiiuia   f^ :  t;  z=:  0    et  f  i  v  ziz  0  ,   eritque 


CAPUT     V. 


«4- V 


u  •  1^^-+-» 


<        I 


w4-M 

<fi  +,  y)  a    — „  - 
L — ^  X   f^      t^,  V 


Xm  -♦-  fjL)  y    » 


tmn  yero 


^fx-i-»/) 
(w  -h  jui)  i;* 


ar 


n  +  v 


*  • 


(HH-  K)  a 


t;H  + 


seu 


(m-HM.F(>»-l->')*A/ 


Pr  oblem  a      28. 


f ', 


171-  Si  poslto  3zz:z:;>9a?  4-73y,  int^r  p^  q  ti  x^  y  ejus- 
modi  detur  relatip ,  ut  p  et  ^  aequentur  Yuhctionibus  quibili^^lim 
ipsarum  x^  y  et  novae  variabilis  v ,    eiplorare  casus  ,  quibus  indb* 

lem  functionis  z  inrestigare  licet* 

••••'■ 

Solutio. 

Cum  sit  p  functio  ipsarum  x  ^  y  tt  v  ,  spectatis  j^  et  t;  ut 
constantibus ,  quaeratur  integraie  yjt^do?  =r:  P ,  sitque  tumtls  omnibiis 
Tariabililmis 

d?  r=  pdx  -f-  Rdy  4-  M3«; , 
unde  si  pro  pdx  valor  substituatur ,    erit 

dz  nz  dP  -f-  (<7  —  R>  dy  —  ^dv. 
Quodsi  jam  eveniat,   ut  ^  —  R  sit  tantum  functio  ipsarum  y  et  t;, 
exclusa  x^   sumto  v  constante  quaeratur  y(y  —  R)dy:::iT,  sitque 
deinceps 

3T  =r  (7   —  R)  ay  ^-  Ydv. 
Hinc  valor  ipsius  ((7— -R)3y  ibi  substitutus  dabit  .m  ;'j 

Bs  =  aP  -h  aT  --  (M  -h  V)  5i;*     .         ;;    .,         ^ 
quae  forma  quia  integrabilis  esse  debet,.  statuatur     ,1. 


il    :<.:  j)i 


•• 


116  .CATttT/.V. 

M  ^-V  z=,^t  v ,    eritquQ  z^ziz  P  -f-T  —  f:  v.- 

Ex  operationibuar  autem  suecapt^  datitur  t^  J8^-M,:per  V,  :r;  y.  et 
t;,  at  T  et  y  i^per  y^cti  v  tanlum  ;  ac  rei^liitid' succcdit ,  si  raodo' 
in  fc*rnia  q  —  R  non  araplius  x  continetur.  Fari  ratione  solutio 
suecedet ,  si  M  tantuoi  per  y  ti  v  detur  j  tunr  cniin  ex  y  coo- 
stante  quaeratur  /Mdv  ziz,  L ,    sitque  ♦      %    . 

dL'.  rz::  M^y  -f- Ndy,    erit  ■      ■  \\\. 

ponique ,  conv^niet  •.  •  — 

q  —  R    ^,  N   =  f   :  y , 

ut  fiat  .     •    !  ') 

2  =  P  —  L  -f-.  f  :  y; 

' '  '•  ■'  •<.•■ 

Simili  .moda.  ab  aJtera  parte  /q^^y  QtAcv^ixm  incijpere^  et  pi:ose- 
ji^  lic^t.^ 


1  • 


• »  •      ...  ■•♦'..« 


.   ■  • . '  j  '  • ' 


■s     •    .  •      I 


>       ., 


Introducendb   autem   functioncm  ipsarum  x^  y,   ti  v  indefinitani 
K,    negotiura  generalius  coufiei   poterit..     Sit  enim 

,      .  dlL  —  Ydx  -t-  Gdy   4-Haz;, 

■  ■  •  •  . 

ac   consideretur  baec  forma  ' 

^  •      '^    •■  -   .        .      i .      .      .        ■.■'•■''■.' 

Ds  -t-  5K  zz  (/^  -f-  F)  9ar   -t-  (y  -+-  G)  djf  -^-  Hdv. 
Nunc  sumtis  «^  et  v  const«intib'us ,    quaeratur 

/  ip  H-  Fj)  3»  r±  P', 
sitque 

unde  habetur 

dz^dKziz  aP  -h  Cf  .-f^  G  —  R)  dy  •+■  (H  —  M)  dv: 

Quod  si  jara  evertiat ,  ut  vel  q-^G^K  vel  H-— M  tantum  bl- 
nas  variabiles  y  et  t;  exclusa  x  centineat ,.  resolutio  ut  antc^  eat 
oatenaum ,    absolvl  poterit^  :     > . 


.qA?UT;V.  ilf 


172 
formufas' 
soltttionem  p 


-  •  ^  ■•     T      ■■-  '^^smt-rft.- 


;^«:f.  . 


PortaTnus  relationetn  dari  imer  p,  g  et  OTy  »*  atqiie.nun^  ct- 
sunv  focile,  ads  praecedentem  reYocare  Iicet*  Conaideretur  enim^ 
haec  forhvula. ',.    .       -         •-     ^  -  .      ::      ^      •    *• 

ex  principali  derivata  ;    vocet^irque'  i-   r»i.*-i   'n-ll 

ut  habeatur 


; 


ct  ob    g  izz  -^    et    p  zzz  —  — ^ 

reiatio  proposita  versabitur  inter  quaternas  qUantitates  i?k,  n,  ^t  ct 
a:,  ideoque  quaestio  omnino  similis  est  earum ,  quas  antea  tractavi^ 
mu8 ,  hoc  tantum  discrimine  ,  quod  hic  quantitas  y  definiatur ,  cum^ 
ante  esset  z  investigata.  Quoniam  autem  ista  determinatio  per  ae- 
quationea  absolvitur,  parinila  mMi*»»»»  landem  inde  z^  an  ^  ellcere 
velimus.  Quodsi  ei*go  hac  reductione  facta  quaestio  in  casus  ante 
pertractatos  incidat ,  melhodis  quoque  expositia  resolvi  poterit. 


E  X  e  m  p  1  u  m. 

i73.      Si  posita  dz  —  pdx -^- q^y    debeat  esse    qx%z=iaap,    in- 
dolem  /unctionis  z  investigare. 

Gonsideretur  formula  ^y  =  -r  ~  V^  •     J«^  ^^*^  'q  '^ai  ^"* 


q  «  ^  9 
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MMWUi 


^rrf:  — ,  »ett»ny*f:—  .      Unde  patet  fore  ;p  functione.m  Jw- 
mogeneam  ipsarum  x  et  y,  dimensionum  numero  e^istente  ;=  !!• 

Si  in  genere  aequatio  multiplicetur  per  ^  .  funct-  y^ ,  «rit  par- 
^8  prioris  integrale  F  :  ^ ,  pvo  ^parte  autem  altera  si  pojiatur 
¥fort'ct..5.i^f /f;    en/p:5i:^'fr^,'a(<i<i^:rft  ak*'4  a^^ua^W 


'  «IT     ,■  /   ?  •»/■*    » 


•  '  f 


X  »: 


Sir .  f&nctioni  iCuiciimque  ipsmi  ;-  *  ' ' 


*;     '    ' 


Corollarium      i. 

4  76.      Cum  z    aequetur   iunctiani  JioiSiogeneae   n    dimensionum 
ipsarum  x  et  j/,  erunt  p  et  q  fuuctiones  n  —  1    dimensionum.    Sci- 

icet  cum  sit  zz^zy^  (:  -  ^    erit 
unde  fit  manifesto  nzz^  px^  ^jfy. 


4*"     J     *.  .   ■« 


r  ' 


jC  o  r  o  1 1  a  r  i  uip      2 . 


■^ 


4  76.      Si  ;>  et  ^    fuerint  functiones  n —  l^dimensionum  ipsa- 
mm  X  et  y,  ac  formula  /i^o:  h- 'iy^^ .  sit  integrabilia  seu  (^)  — (5^)1 

tum  integralc  certo  erit.fl.'?.^:?^^    qjua^  .prQprifiiaa   aomumquam : oFt 
signem  usum  Aabere  pote§t. 


•       <•  -.   .:■     , 


S  c  n  o  1 1  o  n. 


177.  Fundamentum  hujus  solatianis  la  boe  .consiftiit^  quod 
aequatio  integranda  in  duas  partes  resolvatur^  quarum  utraque  ope 
certi    multiplicatorii  "  integrabilis^  reddi    qu^ac ,  '  unde    deinceps    una 
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quantitas   yariabilii ,    cujus   differentiale   in  aequatione    non    occurrii 
determinetur*     Hino  aequatio  nostra 

etiam  ita  repraesentari  potest 

■  ■ 

dx        xdy I    r^N^         nzdy\ y^^*  .dz  n9dy<^       ^^^^ 

7  — -^  ~  ^  C<^^ 7-;  —  ~  (yi  -^  yn^i)  »     ««« 


yn — 1  X 


Sit  ergo 


M —  I 


F''  :   ^  ,    eritque 


X ,     Ti     «      8»  f    •      j  85 


F  :  ^,    ac  vicisslm    -^  rr  f  :  ^^    ut.ante. 

Possumus  etiam  statim  z  ex  calculo  elidere ;  cum  enim  sit 

nz  -iiz  px  -h  gy  i    crit 
ndz  ZH  pdx  4-  qdy  +  ^5/^  +  ydq. 

At  est 


n9s  zzz  np7)x  -+.  n^dy^ 

(n  —  1 )  pdx  —  x^dp  +  (n  —  1)  qby  —  y^q  =Z  0  ,    seu 


quae  reducitur  ad  hanc  formam 

—  ^^  9  .  -^*—  --  y""  d  .  -n^-i  zz   0 ,    seu 

•  yfl  i  — -  yH  O  •  ^JI-^I* 
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»» 


StAtuatnr 


Vcl  posUo  —  =  V ,    si  ob.  »"  in  —  f' :  ^^^  rcciproce  ponatar 

ut  sit 
rcperietur 

Hinc 

piz:^r:t;  =  y^-'F^:f.,    et 

^  =:  t/'»- '  f :  u  —  ne^-«  F  :  y  —  xy^-^^ :  ^ ; 
ideoque 


nz  zzz  px  -^  gy  zzz  ny^  F  :  --  ,   acu  z  zz  y*  E  :  —  >^ 


ut  ante» 


B  r  0  b  I  e  m  a     31« 


178.     Si  posito  dz  :zr  pdx,  -^-  qdy^    deheat  essc: 
fitpo?  -f-  ^qy  —■  nz., 
indolem  fuucuQnis  z  iuTestigare.. 

r 

S  0  1  u  t  Loi 
Bx  conditione  praescripta  eliciatur  \xt  anto* 

•N  nzdy    -N  ap-xd y 

dz jj-j^    =z   pdx ^j-y^  , 
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quae  aequatlo  per  y"^  divisa  dat 


Quod  81  ergo  ponamua 


^.-«).p  =  f  :  -^ 


> 


habefbimns  8o(utionem 


a: 


2^    '^'^  '•  j^r^- 


At  functio .  ipshis  —7-5  reducitur   ad  fuuctionem   ipsiu8  —  ,    unde  2 

"  y 

ctiam  ita  per  x  et  y  determinatur ,    ut  sit 

x^ 
«  =  i/^^P  f  :  -«, 


vel  etiam 


1 


Quodsi    ergo   quantitates    x*^    et  t/P   unam    dimensionem   coiistituer6 

I 
censeantur ,  sm     aequabitur    earundem    functioni    unius    dimensionis  ^ 

ipsa    autem    quantitas  z    earundem    functioni   n    dimensionum.     Yet 

sumta  pro  z  functione   quacunque    honliogenea  n   dimensionum  bina- 

X  I 

rum  variabirmm  i  et  a  ,    scribatur  deinde   t  ziz  x^    et   u  ~  y^ ,    ac 
prodibit  functio  conveniens  pro  z. 


#• 
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» 

Pr  0  b  lema      32. 


179.      Si  posito  dz  zz:  pdx  -f-  qdy  debeat  csse 
Z  z=z  pX  ^  ^jfY, 
denotante  Z  functionem  ipsius  z,  X  ipsiua  x,  et  Y  ipsiut  ^,  itadi»! 
lem  functionia  z  in  genere  investigare, 

5  0  I  u  t  i  0« 

Ex  conditione  praescrlpta   elicitur    ^  rz:  "y  —  ^  t    qui   iFihv 
substitutua  praebet 

a^   ~   ^  —p  (da^^^.    hincque 

z"  If  —  z   v^*^  Y  /  —   z  \x  Y/  * 

ubi  jam  resolutia  est  manifesta.      Statuatur  scilicet 

f  =  f  .-  (fS  -  f^ ,    eritque 

mido  valbr  ipsiua  z  per  or  et  y  definitur.. 

CoroIIarium     i.^ 

tSO.     Hle  ergo  z  ita  per  ar  et  y  definiri  debet,  ut  si  X,  Y 
et  Z.  datae  siiit  functionea  sigillatim  ipsarum  x^  y  et  z,  fiat 

.X(|D-H  Y(||)  =  Z; 

CUJU8  ergo  aequationia  resolutionem   hie  inyenimua   hac  aeqvttioiie 
finita  contentam 


Corotlarium     2. 

181.     Quemadmodum  autem   hic  ralor  conditioni   problematis 
satisfaciat,  ex  ejus   differentiatione  statim  patet.     Cum  enim  sit 


unde  fit 


CAPUT     VI.  in 

^^  :zz  ^^  +  (I  -.  -^  f  .  ifi  -  /1),  erit 
(g)  =  i^  =  (/t  ~/^^    et  ■ 


X  Q  +  Y  (g)  -  z. 


S  c  h  0  I  i  o  n. 

182.      Solutio  ergo  ,    eodem  modo  ut  fecimus  ,   sine  introduc'*^ 
tione    novarum   litterarum  p  ei  q   absotvi    potest ,    retinendo   earum 

loco  valores  differentiales  (^)  et  (j|)  ;    facilius  autem   singufae  lit- 

« 

terac  acribuntur,  calculusque  fit  brevior.  Caeteium  ex  hoc  pgoblf»> 
matum  genere  ,  ubi  omnes  tres  variabiles  Xj  y  etz  praeter  bruos 
valores  dilTerentiales  jc;  et  ^  in  determinationem  ingrediuntur ,  pau» 
cissima  resolvere  licet ;  ac  praeter  boe,  quod  tractavimus  vix  umim 
aut  alterum  insuper  adjungere  poterimus.  Unde  hic  insignia  adhuc 
calcuti  incf ementa  desiderantur»  Quo  autem  IiuJM^  problenMtia  vis 
penitius  inspiciatur^    nonnulla  exempLa  snbjungamua» 

Ex  emp  I  um      i. 

183.     Si  posUo  dz  zrr  pdx  -}-  ^di/  debeat  esse 

zz  =,  pxx  +  qyt/, 
indolem  fUnctionis  z^  in  genere  investigare. 

Hic  ergo  est  Z~sz,   Tiznxx^   et  Yzzzyy;   unde  habemus 

/dx    _  ^_     i^         r^y    _  1  rdz         ,_  _i 

X    —         x'    J  r'  —         y^    ^Wz    —         »' 

quibus  valoribus  substitutis  pro  solutione  adipiscimur 


X 

z 
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V 


;Sttmatur  ^rgo  functlo  quaecunque  quantitatis 

I  I     X — y 

i}uae  si  ponatur  V,  erit  zzrz--^^^ 

Vcluti  81  ponamus  V  —  —   ~  — ,    efit 

liincque  z  zzz P^ ^  ,    unde 

•^  ny  —  (n  —  i)  x  '     **"«^ 

n  —  /'^^^  —  ^yy  ^f   n [^  —     —  (n-^Qyag 

^ 'W lirj'  — ^n—Ojcja»     •«'•    V Nay  —  Iny  — <n  —  i)  »J*  ^* 

jicqtte 

7»««  +  w  =  tn^  _  'r -.  0  «j»  =  «• 

X  e  m  p  1  n  m     3. 


16  4.     iK  posUo  dz:=zpdx  -h  gdy   debeai  esse  —  zz:;^4~~» 
indolem  /itnctionis  z  investigare, 

Cum  hic  slt 

Xrrz-i-,    Yr=-i  et7;=^,    erit 

unde  solutio  ita  erit  comparata 

^  zz  —  |yt/  -+-  f :  <a?a7  —  s^j/) ,    ^ive 

zz  z=z  nyy  -h  f :  ixx  —  yy)  , 
non  enlm    est    necesse    functionem    per    2n    multiplicari ,    dtim    ea 
omnes  operationes  jam  per  se  involvat. 

Si  pro  hac    functione    sumalur  a  ixx  >—  yy)  ,    habebitur   solu- 
tio  particularis 
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zz  =1  axx  4-  (n  —  oO:yy  ct  aLZZ. /[ouca>  -f^  (ii^  —  ct)  j/y], 
hincque 


d«'     ~"    V  lOLXX  -H  (i 

'd«\    _J  (ni —  «).>> 


^  —  \dx}  —  '/[«««-hC'^  —  a):y>T 


^  —  \djy/  —  y  laxx  -+-  \n —  <^)yy)  " 
'      *  Probrema     3^3: 


185.     Si  posito  dz  ziz pdx -^  ql^y   debeat  fcsse^  qznpT^y^. 
existente  T   functione   qjiacunqpe   ipsarum    x  ti  y  y    ac  Y  functione 

« 

ipsarum  y  et  z,  inyestigare  indolem  functionis  z» 

Solutio^ 

SubstitutD    loco   q   yalore  praescrlpto ,    Huic   aequationi  indiica- 
tur  forma 

dz  ^  Ydy  rz  p^  Qx  -h  Tdyy 
Cum  jam.  V  tantum  binas  variabiles  y  et  z  involvat ,    dabitur  muU 

dplicator  M  prius  membrum  d^  —  Ydy  imegrabire  reddens  ;,  pona^ 
tur  ergp 

M  {dz  —  Ydy^  z=  dS. 
Simili    modo    quia    T    tantum    ar  et  y   contihet  ,    dabitur    raultiplica^ 
tor  L  membnun:  quoque    poslerius    da: -}- Td^.   integrabilc   efficiens'; 
mt  igkur 

L  (dx  -4-  T32/)  —  dK\, 
ita  ut  nunc  sint    R  et  S    functiones    cognitae ,    illa    ipsarum    x  et 
y,    haec   vero    ipsarum  y  et  z.     Hinc  nostra  aequatio    induet  hanc 
formam 

cujus    intcgrabilitas   necessario    postulat.  ut  sit  ^^    functio   ipsiiis    R. 
Ponamus  ergo^ 


12»  CAPUT    vi; 

^  =:  f  :  R ,    «ritque    S  =z  f  :  R 
qua  «equatione  relaUo  inter  s  et  o; ,    y  definitur. 

Corollariuxn     |« 

186.  In  hoo  problemate  praecedens  tanquam  casus  par* 
ticularis    continetur ;    cum    enlm    ibi    esset    X  zn  p^  ^ 9 Y «    erit 

^ziz-^yP^^Y^  ideoque  faujus  problematis  applicatione  fiicta  fit 

T  =:  ^::^   ct  V  ==  V  • 

Corollarium     2. 

18  7.  Quanquam  autem  hoc  problema  infinlte  latius  patet 
q[uam  praecedens ,  arctisslmls  tamen  adhuc  limltibus  continetur ,  ne« 
que  ejus  ope  vel  hunc  casum  slmplicissimum  z  zizpy^qx  rc** 
ifolvere  licet. 

S  c  h  o  1  i  o  n. 

188.  Omnino  cst  haec  forma  zzi^zpy-^qx  digna  notatu, 
quod  nulla  ratione  hactenus  cognita  resolvi  posse  videtun  Sive 
cnim  inde  cliciatur  q  ~  Ezz^  ^    unde  fit 

aive  simlli  modo  p^  nulla  via  ad  solutionem  patet;  cujus  difficultatis 

causa   in    hoc   manlfesto    cst  posita ,    quod   formula  dz  —  —^  nulio 

multiplicatore    integrabilis    reddi    potest ;    seu    quod    haec    aequatio 

dz  —  ^  n:  0   plane  est  impossibilis ,    cum  a:  perinde  sit  variabilis 

atque  y  et  z.  Supra  sciHcet  jam  notavi  non  omnes  aequationes 
diflTerentlales  inter  ternas  variablles  csse  possiblles ,  simulque  cha- 
racterem  possibllitatis  exhibui ,  qui  pro  tali  forma 

dx  4-  Fdx  +  Qdy  —  0  , 
huc  reducltur ,  ut  sit 
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nostro  iam  casu  est  PnzO    £t  Qzn — ,    lande  hic   character  dat 

Oizi— ,  xjuod  ^um  sit  falsum,  -etiam  aequatlo  illa  3z  — ^—^izrO* 

cst  impossibilis,   quod  quidem  per  5e  cst  manifestum.      Verum  ^ftmell' 
pro  hoc  casu  znzpy-^gx    solutio    particularis  est  t)bvia  «cilicet 
z  zn  n  (a?-f  2/)>  ^"^^  ^^  pzn  qznn.      Deinceps  autem  methudu». 
dabimus  ex  hujusmodi  ^olatione  particulari  generalem  cruendi. 


Exetnploim      1. 
18  9.      Si  posito  dzmpda:  -^q  dff  debeat  esse 

'  indolem  yunctionis  z  investigdre. 

Cum  hinc  sit  q  z=  — 12  _j_  !L^    ^rit 

T  =  =^  et  yzz"^, 
vnde  fit 

dS  —  M.Qz^'^^  et  9ll=:L(aa:-^.   , 

1  z 

Sumatur    crgo   M— — ,    ut  fiat   Szz:  — ,    ct    Lzzz2x,   [ut    fiat 

R  :zi  a;  ic  —  ^  ^.     Quocirca  hanc  adipiscimur  solutionem 

—■±z£:(.xx  —  ^  w),  seu  zz=.y^iiix  x  —  y  y). 
2/ 

£xemplum2. 

190.     Si  posito  d  z  ■zz.p  3  a;  +  7  3  y  debeat  esse 

pxx  -\-q  yyzzinyz, 
dejinire  indolem  /"unctionis  z. 

Vol.  III.  17 


^\ 


-f ^tA 
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Cum  ergo  slt  7  —  -^-^  +  "^,  erit 
T  — -?f  et  Vz=^, 

•icqne    hlc    casus    ia    nostro    probleni^ate    eontinettir.     UncTe    eolligv 
oportet .  ^ 

Quare  sumto  L— —  fit  R  — ^^ !!-  — ^^^j   et  aumtO'  M 

fit   S  ZZ  -fi^    ideoque  soFutio   prodit  ista 


r 


y 

2S 


szizf:^  et  z  =  y-f:^f. 


P  r  o  b  I  e  m  a     3  i. 


191.  Si  posito  dz—pdo^-^qdy,  debeat  es&e  prr^TH-T, 
«xistente  T  functione  ipsarum  xety^  at  V  functione  ipsarum  o?  et  z, 
iiadolem  functionis  z  investigare. 


S  0  1  u  t  i  o;. 

Simili  modo  ut  ante  si  loco  p   ralor  praescriptus  substituatur; 
obtinebitur 

Jam  ob  indorem  functionum  V  et  T  sequentcs  integratiottes  instituertf 
Ucebit 

M  (3  z  —  V  a  o;)  =  9  S,  N  (3  2/  -hT  3  a:)  —  9  R,,' 
nnde  fit 

Atque  hinc  facillime  colligitur  haec  solutio'  •  *^ 

^zrf  :R,  et  S=:f;R^ 
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Problema     35. 

192.  Si  posito  dzzizpdx-hq^  debeat  esse  z— M/j^N^, 
cxistentibus  M  et  N  functionibus  quibusvis  binarum  variabiliura  x  et  y; 
ex  quadara  solutione  partioulari,  qua  oonstat  esse  « ~  V,  indolein 
functionis  z  in  genere   determinare» 

"    Solutio.  '■  "     ^ 

Valor  iste  particularis  V,  qui  est  fuuctio  ipsarum  a:  tt  y  dif- 
ferentietur,  sitque 

dY=iPdx-\-Qdy, 
qiai  valor  quia  loco  z  suhstitutus  satisfacit,    uK  &t  pzzzP  tl  jq^lnQ, 
erit  per  hjpolhesin 

V  —  M  P  4^  N  Q. 
Jam   generatira   ponatur  z  — Vf;T,  sitque 

3  T  n::  R  D  o:  -|-  S  D  y, 
et  nunc  quaeri  oportet  hanc  functionem  T.     Ex  differentiatione  autem 
eruiraus 

;7Z=:(||)=Pf:T  +  VRf:T,   et 

^=z(g)=:Qf:T  +  VSf:T. 

Quare  cura  sit 

z— Mp4-N7=r:Vf:T,  erit 

V  f :  T  =:  (M  P  +  N  Q)  f :  T  +  V  (M  R  -f-  N  S)  f :  T, 
et  ob  VzziMP--f-NQ  per  hjpothesin  habebitur 

MR  +  NSnzO,    hinc 

dTzzzR(dx-^^). 

Jam  nosse  non  oportet  R,  sed  sufficit  considerari  formulam 
N  d  X  —  M  9  y ,  quae  ope  multiplicatoris  cujusdam  integrabilis  reddi 
potesl.  Solutio  ergo  facillirae  huc  redit,  ut  ex  conditione  prae- 
ficripta  z  —  M  p  -^  N  ^  forraetur  aequatio  rcalis 

dT—R(J^dx^Udy), 


«« 
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hiventa   enrm   muTtlplicaiore   idoneo  R,    per  integrationem   reperitur 
qUQntitas  T,  qua  inventa  crit  zzziY  fiT^ 

A I  i  t  e  r» 

Facilius  varor  generalis  hoc  moda  inrenitur  j    ob  valorem  ipsius 
2;  cognitum  V,  statuatur  zzizYv^   sitcjue 

p—Fv-^Yr  ct  qzizQv  -i-Ys, 

ideoque 

^  c=:  M  jKT  4^  N  47  —  (M  P  4-.  N  Q)  tr  ^  Y  (M  r  h:- N  j)  —  V  t;  • 
At  est  V  —  M  P  4^  N  Q  j    ergo 

Mr-f-N^rz:0,  scu^=:  —  ?^^r. 
Unde  fit 

^i;  — rpar-?^)=z:;-(Naar~Maf/). 
Statuatur  crgo,  idoneum  multiplicatorem  investiganda, 

R  (N  a  ar  ~  M  ^2/)  —  3  T,  erit  dvzz^^^.dT^ 

ex  qua  colligitur 

-^  —  f  •  T  et  V  —  f  •  T 
NR —  —    •.   ' 

ita  ut  iij  genere  sit  ut  ante  z  zn  V  ir» 


••   • 


Corollarium     t^ 


i93^  Proposita  erga  conditione  zzizMp  -f^N  q^  ut  SiC 
3  z  zzz.  p  d  cc  -^  qd  y,  statim  consideretur  aequatio  differentialis 
R  (N  3  a:  —  M  3  1/)  zi:  3  T ,  unde  tam  x  multiplicator  R  quara  inde 
iiategrale  T  reperitur;  haecque  operatia  non  pendet  a  vaiore  par- 
ticulari  cog^nita  V* 
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C  o  r  0  1 1  a  r  1  v^m     2^ 

194-  Inventa  autem  quantitate  T^  si  unJecunque  innotue- 
rit  solutio  partl-culariter  satisfaciens  zzizYy  erit  solutio  generali^ 
z  izi  V  f :  T.  Probe  autem  notetur  ex  solutione  particulari  ge* 
neralem  elici  non  posse,  nisi  conditio'  praescriptar  sit  hujusmodi 
zzziMp^N  q.. 

E  X  e  m  p  I  u  ra      i^ 

19  5.  Sir  posifo  dzzipdx-h^qdy  debeat  esse  zZipjf-^qar, 
ex  valor^  particulari  zziar-^y  generalem  dejinire. 

Cum  hlc  sit  M  zz:  y  et  N  n:  ar,  habebimus  hane  aequationenn 
R  (o:  5  27  -7—  y  d  y)  zzi  d  T^  hincque 
T  zzzf :  (:r  o:  —  yy); 
ergo   solutio   generalis   erit 

zzz:  (a;  4-2/)  f;(ara:  —  y  yj. 

Exeraplum     2. 
19  6.     Si  posito  d z  zz: p d x  +  q^ y  debeat  esse 

m 

z^p  ix  -^y)  -^q(y  —  07), 

ex   valore  particulari  zzzi^  (jjc  x-^y  yy    generdlem 
invenire^ 

Ob    M m 07  +  «/^    et    N ~ y —  a;    foraula    N 9 ar  —  'M.dff 
deducit  ad  hanc  aequationem 

Riydoc  —  xdx  — xdff  —  ydy)z=:dT,. 

Sumatur  R  —  ^^—,  «t  sit 

■""■    xx-i-yy  xx-^yy 

T  nr  Ang.  tang.  j  —  i  /  (a?  a;  -h  ^  y). 


# 

N 
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Atque  ex  valore  hoc  duplicitai  transccndente   erit 

simulque  patet  nullum   alium  dari  valorem  particularem,  qui  sit  alge* 
braicus ,  praeter  datum  :?  im  )/  (^  ^  -+-  2/  j/). 

Exemplum     3, 


197*      Sl  posito  d  z^^znpd  X  -^  q  dy  debeat  esse 

z  rzp  (a  07  4-.  |3  «/)  -f-  9  (Y  07  ^  5  z/), 
€x  invento  vaJore  particulari  z  zzz  V ,    indoiem  futi-- 
ctionis  z  in  genere  dejinire» 

HIc   est   M  z:;;  a  07  4-  |3  y   et   N  —  y  o?  -f-  5  jr,    unde   deduci* 
mur   ad   hanc   aequationenj 

R  [( V  ^  -+-  5  j/)  a  07  —  (a  o7  H-  p  y)  a  y]  =  9  T, 
ubi   ob   formam   homogeneam   debet  esse 

R  —  ' 

"^  7jcx-f-^^ — oL)xy  —  ^yy^ 
ut  sit 

^        ~"       7xx-|-(6'  —  OLyxy — ^yy      ^ 

Ad  quod   integrale  inveniendEra   ponatur  yzizux^    ac  prodibit 
Lj^^^^f^^-T^i^.  erit  T  =  /07~ZU, 

j7-H(9 — ajii  —  p^u  '  ^^  ' 

et  cum  functio    ipsius  T   sit    etiam  functio  ipsius  u",    erit  in  genere 

^^z^zVf:^  Patet  autem,  cum  U  sit  functio  ipsius  i/izi^,  fore  U 
functionem  homogeneam  nuUius  dimensionis  ipsarum  x  ct  y^  ideo* 
que  ^   functioneiu  unius  dimensionis. 

S  c  h  o  1  i  o  n. 

19  8.      Hoc    ergo  exemplo    difficultas   restat,    quoraodo   solutio 
particularis  z~Y    obtineri  queat ;    nisi  enim  una  saltem  hujusmod 


k^ 
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«oTntlo  particnlaris  constet,  solutlo  generalis  ne  absolvi  quidem  po^ 
test.  Pro  hoc  autem  casu  solutionem  particularem  sequenti  modo* 
elicere  ficet,  qui  cum  aliquid  singulare  habeat,  nullum  est  dubium^ 
quin  ejus  ope  hoc  calculi  genus  haud  parum  adjumenti  sit  conse-' 
cuturuuu 

Pr  0  ble  m  a     36r 

f  9 9.      Si   posito  d  ^znpd  X  -^  qd  y  debeat  esser 

z£ii:p(aa7-4-|3z/)-+-7(ya?-+-5z/)y 

Talorera  particularenr  investigare,  qui  loca  z  substilutus  huic  con-^ 
ditroni  satisfaciat. 

S  0  1  u  t  i  01. 

NTegotium  hoc  snccedet,  si  pro  z  ejusmodi  valorem  quaera- 
mns,  qui  sit  functio  nullius  diraensionis  ipsarum  x  tt  y^  seu  positc 
yziizux^  qui  sit  functfo   ipsius  u  tantum,      Ponamus  ergo 

2  ~  f :  w  zn  f :  -,,  eritque  f^ :  u  zr:  ^-^; 
«t   ob  aM— ^— ^,   erit 

azr=(^-.Hif)f>:u,    hinc- 

X  JC  X'    ' 

*^  X  ^^  xdu  '  X  x-du 

Quibus  valoribus  pro  p  et  q  substitutis,  conditio  praescripta*  praebet 
«Bde  fit 

3 z    .  _.  9tt 

Pbnamus'  "" 

r      ,      ^^.  —  7  V 

ut  flat  zznYy    eritq^ie  V  valor  particularfs    pro  ;S  satisfaciensv 
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C  o  r  o  1 1  a  r  i  u  m      1 . 

20  0.      Invento  hoc  yalore  Y,    praecedentis  exempli  ope  solu- 
tio  generalis  facile  invenitur.      Erit  ^cilicet  jisiiiVf:^  cxistente 

jj  /y-j-^5^  —  a)u  —  pwu' 

unde    patet    quantitatem   JJ    ex  ipso    yalore    particulari    V    inveniri 
posse. 

«C  or  oii  a  r  iu  m     2. 
;?01^      Erit  enim 

idewque 

sive 

yi(a-h5) 

U  zn  •- =: ;; — ; ;  hinc 

]/[Y+(d  —  a)  u — ^uu] 

X /[y:ca:-f-(i^— a)a7y  — |3yy] 

U"^  ^i(.CL-^^h 

C  or  o  11  a  ri  u  m      3j 
20  2.      Quocirca  invento  valore  particulari  ^siziV,    ut  sit 

~?  ~  r— T-TT — \ a — »  ^xistentc  zt  ~  -, 

crit  valor  generaliter  satisfaciens 

yxx^(h—cL)xy—^yy_^^^  a:(ya?-hgy)~y(aa?^|3y) 
^-^^-  ^^^d*  -^*-  yS^hTj 

Corollarium      4. 

2  0  3.     Hinc  colligitiir  xilius  valor  particularis,  qui  semper  est 
algebraicus,  erit  is   scilicet 
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t 


Tcl  ^JU8  TnultipUim  quodcunque,  Nisi  autem  V  «it  quantitas  algc- 
braica,  oranes  reliqui  valores  erunt  transcendentes ,  ct  in  hac  forma 
contenti 


S  c  h  6l  i  o  n. 
20  4.      Unicus  casus,    quo  5zz:  —  a  et  conditio  proposita 

peculiarem  evolutionem  postulat.  Prinio  autem  posito  m  — ^,  pro 
valore   particulari  zzzzY  erit 

lY—r  ^^ 

*       J  7  — axMt  —  pti»* 

Tum  vero  ob 

U   7  —  9  0t«— p««''.    ^  "■ 

ita  ut  jam  valor  generalis  sit 

zzzVf:(ya7a:— 2aa:y  —  j3yy). 

Per  se  enim  manifegtum  est,  formam  f:|/T  exprimi  possc  pcr 
f:T.  Nisi  ergo  V  sit  functio  algebraica,  hoc  cmsu  nuUa  solutio 
particularis  algebraica  locum  habet.  , 

» 

Exempluml. 

205.     Si  positQ .dz—pd^-^qdy  csse  debeat  nzz^py^qy^ 
indolem  fuhctionis  z  ihvestiyare. 

YoU  III.  iS 
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Cotnparatione  cum  forma  nostra  generali  instituta  fit 
a=0,  (3r=!,  Y=— s/5:=0. 

Hic  ergo  casus  ob  ^= — a  pertinet  ad  §.  praecedentem  |   unde  iSt 

IY=  /zrfi~S  =  —  n  Ang,  tang.  u. 
Cum  igitur  sit  u  =:  ^ ,  forma  generalis  est 

^  _  ^-  n  Ang.  tang.  f  f .  (^:  a:  ^-  y  y). 


Exemplum     2. 

206.     i^yi  posito  3  z  =jt>  3  a;  -I-  7  3  y  debeat  essc 

z  =/?  (a;  -4-  y)  —  7  (a;  -f-  y), 
mdolent  funvtlonis  a  vhvestigare, 

Comparatione  facta  fit 
a.—  i,  (31=  1,  y  =n—  1,  5= —  i, 
hincque 


dtt 


J—l 2tt— -KU  I-l-U* 

ct  solutio  generaiis.^t 


X 


zzz:e*-+-^f:(a:4-y)- 


£xe  mp  lum     3. 


20^*     SiposUo  d.z":^pdx -i-gdy  dl^beat  esse 
z  —  p(x  —  2y)^-7(2  o;  —  3y),     . 
indolem  functionis  z  investigare* 


'   i\   \  K'   r  *    ', 


Cum  ergo  hic  sit 


crit  primo 


ct  =  l,  (3=^— '2,  y:±^2,  et  $  =  —3, 


ai  .(wV 
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~~"Ja — 4v+3tttt  a(i — '•tt)  2  (x  — y) '  ' 

>et  qnia  noh  est  dz-z— ^a,  solutio  generalis  statlm  pirodit 

^=z(2xx — 4a;^4-2yy)    *f; r-=> — ; —-, 

et  ob 


;    •f' 


y— •       .      .v.^:? 


'    V. 


4  -» 


-J—  f :  (a;  —  y)*  e^—y\^ 


Unde  solutio  simplicissima  est  z  nz  -^^* 

IS  cli  olloTi. 

208.     HIc  merito  quaerimus,    quo  pacto  Iiae0  ^olutio    gene* 
Talis    statim   sine    adjumento    solutionis.  specialis    iqveniri    potuisset? 
sequenti  autem  modo  ista  investigatio  instituenda  Tid^ur%      CuxniStt; 
p(aa:  +  j3t/)zrz-— 7(Ya7  +  5y)  ct 

^  (y  a;  +  5  £/)  zz:  z  —  /j  (a  o:  +  (3  y) , 
81  uterque  valor  seorsim  in  forma 

■substituatur ,  prodlbunt  ^inae  isequentes  tiequationes 

(a  a?  -+-  f3  «/)  9  s  -  2  3  a?  —  gr  (y  o:  H-  5  1/)  3  a:  H-  V  C<*  ^  -^- 13  y)  9  S^f 
(y  o;  -H  5  f/)  3  s r  z 3  j/  -4- p  (y  a:^^-H  5 y)  d  :r  —  p  (OLx^^y)  dy. 

Multiplicetur  prior  indefinite  per  M  posterior  per  N,  et  prpducto- 
rum   summa  dabit 

3  z  [M  (ax-^  ^y)  -+-  N  (y  a; ^  5 y) 3  —  z  (M 3  a: -f- N  3  y) 
:=z(N p  —  Mq)  [(y  arn- 5 1/)  d  a:—  (a  a; -h  |3  y)  3 y], 

ubi  jam  M  et  N  ita  capi  debent,  ut  prius  membrum  integrationem 
adtnhtat,  xum  enim  ejus^  mtegrate  aequabitur  ftiActioni  cuicunquc 
.quantitatis 
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quam  supra  (§v.  19  7»>  ^i^fin^^c  docuimus  :  un^  patet  illudf  integrale 
fieri  zzt:^^  ManifeeUim  autem  est,  M  et  N  ejusmodi  functiones 
case  oportere  ut  haec  aequatio  fiat  poasibina 

SCtt  ut  membrum  posteriua  integrationenL  admktat ;  quod*  si  cttim 
ejua  integrale  sit  ~/T,  erit  y^zzfi^.  Pro  hac  integrabilitate 
ponamus  tfzzLUx,  et  M.  et  N  functionis  ipsius  u,  erit 

d« (M4-Nit)ax  +  Wxair 

»   Mx^a-f-piij-HNj»,^^-*»)* 

Vbi  integratio  succedit  sumeudo   M  =:i  -^  N  u ,.  ut  sii 

/V' — r       .91* 

prorsus  ut  ante^ 

Problema     35^ 

20?.  Si  posito  dz—p^ix-^q^y  debeat  esse  Z-;)Ph-^Q\ 
existente  Z  funotione  ipsius  z  tantum,  P  et  Q  autem  functionibus 
ipsarum  x  et  y  qttibusYia  datis^    indolem  functionis  z  investigare^ 

5  0 1  u  t  i  ol 

rormentur  sequentes  aequalaones  ex  propositfs 
l^diZZLLpdx-¥-h.qdy,  MZdxziMp?  d x '*'  M^  Q;3^» 

NZ.dy-Np?dy^nqQdU, 

quae  in  unam  summam  collectae  dabunt 

L ^z  HrZ^CM  5  a;  4- N a  y>=:p  [(L4.  M  P)  d  a?  +  NP a  jrl 


^  Hr?[(LHrNQ)ay-+-MaaarL. 
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Ut  jam  par8  posterior  habeat  factorem  a  litteria  p  ^i  (f  liberum,    fiat 

onde  fit 

LL-f.LNQ  +  LMP=:  0,  aei>  L  i3  —  M  P  —  N  Q, 
quo  yalore  inducto  erit 

—  dz(MP-f-NQ)-H^(Maa?-f-Ndy)-(M9~Np)(Qax— Pa^). 
Cum  nunc  P  et  Q  sint  functiones  datae  ipsarum  x  et  ^,  dabitur 
multiplicator  R,  ut  fiat 

RiQ^x  —  Pdu)  =  d\J,  ideoque 

—  a  z  ( M  P  +  N  Q)  4- Z  ( M  d  a: -h  N  d  y)  zz:  ?!fc^ .  a  U. 

Pro  partc  priori  capiantur  fimctioncs  indefinitae  M  et  N  ita  ut  for» 

mula    -^p^j^Q^    integrabilis   cvadat^    id    quod    semper    ficri    licctv.. 

sitque 

"MPHrNQ      ^  ^* 

ct  ob 


M  9  o: -f.  N  9  j^  irr  (IVT  P -+•  N  Q)  a  T, 

aequatio  nostra  hanc  induet  formam 

(MP  +  NQ>(— dsHr.zaV)  =  ?^l=^..9U,  seu 


Statuatur  jam 


Kp—Mq 


{"lU, 


aique  habebiluir 

/^  — V=:f:U,  8eu/|?=:V  +  r;U, 
unde  z  determinatur  per  x  et  y. 

Corollarium     i.. 

2 1  a.  Pra  solutione  ergo  problematis  quaeratur  primo  ad  for> 
mutam  Qd  x  *—  P  d 2/  multiplicator  &  eam  ):eddens  integrabilemv 
statuaturque 
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S  c  h  o  1  i  0  n. 

214.  Cxxm  ternae  Tarlabiles  x^  y,  z^  slnt  inter  se  permu* 
tabiles  patct  hoc  problema  multo  latius  extendi  posse.  Scilicet  si 
conditio  proposita  hac  continetur  aequatione  p  P  -|-  q  Q  -f-  R  nz  0  , 
non  sohim  solvendi  methodus  adhibita  succedit,  si  R  sit  functio 
ipsius  z^  et  P  cum  Q  functiones  ipsarum  x  et  y^  sed  etiam  si 
fuerit  P  functio  ipsius  o:  et  Q  et  R  functiones  ipsarum  ^  et  z; 
tum  vero  etiam  si  Q  functio  ipsius  y^  at  P  et  R  functiones  bina* 
rtim  reliquarum  x  ci  z.  Hacc  vero  conditio  cum  ante  tractatis  eo 
redit,  ut  binae  formulae  differentiales  p  et  q  sint  a  9c  invicem 
separatae,  neque  plus  una  dimensione  occupent,  etiamsi  et  his  casi* 
bus  ingens  restrictio  accedat.  Quodsi  autem  conditio  magis  sit  com* 
plicata,  solutio  vix  unquam  sperari  posse  videtur,  interim  tamen 
casum  ejusmodi  proferam,    quo  solutionem  expedire  licet. 

Problema      3  7* 

216«     iSl  posito  d  zzzip  d  X  -j-  qd  t/j    debeat  esse 

q  —  Ap^x^y^z^^    . 
indolem  functionis  z  in  genere  investignre. 

S  olu ti  0. 

Posito  hoc  valore  loco  q^    habebimus 

d  zzzzpd  X  -f-  Ap^  x^  y^  z*^  y^  unde  fit 
Ay^  dyziz p    ^ x — ^ z~^  (dz  —  pd  x). 
Ponatur  p^^  x~^  z^"*  zrzt^  ut  sit 

1      ^    _  !_ 

pzZLt    ^  X      *z      ",  eritque 

Ay^dyzzztdz — t'^ x'^  "^ z     ^dx. 
SCatuatiur  porro 
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% 


«*— '  z— ^  nz  u^,  seu  t  =z  s'*— '  u«— ' ,   erit 

n  V  X 

Ay^dyzizu^     '  z*  —  ^dz  —  ux      ^dx.     \ 
J  am  partibus  quoad   fieri   licet  intcgratis   adipiscimur 

n      w-f-y— I  n-X  i     n-f-»— i  n—X 

JA4-I*'  »-f-f— I  n— X  -^       xn+v—i  n— X  -^  ^ 

ac  nunc  aolutjonem  per  praecepta  supra  data  expedire   licet ;    scili- 
cet  statuatur 

I         n-4-v — I  n— -X 


■ »     t 


n-f-v  —  I  *     n  —  X  • 

eritque 

n        n+v— I  n— X 

fi-f-i^w  n-k-^  —  i  '     n  — X 

atque  ex  his  binis  aequationibus  si  elidatur  u^   dabitur  utique  z  per 
X  tl  y. 

C  0  r  0  11  ar  i  um      !• 

216.       Castis  n-zzi    peculiarem   postulat   tractationem ,    cum 
cnim  posito  j9  —  |  a?"^^z"^^  sit 

Ay^dyzzitdz — x~^z~''  d  x^    erit 

atque  hinc  statim  concluditur 

A_^^_,         I    ^,_Xjg_v_i   f.2    cxistente 

Corollarium3. 


217.      Casus  autem  n  +  y— l=iP  et  n  —  ^mO  nuUam 
facessunt  molestiam,  cum  sit  priori  casu 


n-4-¥— 1 


/«, 


•-»  ''■ . 


*  •    >  • 
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posteriori  autem 

^  x~^  =  I X 
quo8  valores  in  solutionem  introduci  oportet. 

£  X  e  m  p  1  u  m. 

218.     Si  posito  dz—pdx-^qdy   deheat   esse  pqxyzZLaz^ 
seu  q  zn  -^ ,  functionem  z  investigare. 

Erit  ^rgo 

az=paa:-f-^^^,  seu  ^^  =  ^  0  z  -  p  3  a:), 

Pojiatur  ^  z=z  t,  seu  pzn-^i  ent  — ^  ::=  <  d  «  —  ^— • 
•6t|Lt«ftitur  porro  <  <  z  zz:  u  u,  seu  tzn  ^^  ut  sit 

ady  , ttjg  uudx 

Ct  quoad  fieri   potest  integrando 

a  I  y  zzi  2  u  y/  z  —  uul  x  — fd  u  (2  y^  z  —  2  ul  x)^ 

ita   ut  jam    post   signum    integrale   unicum  diflerentiale  d  u  reperia- 
tur.     Posito  ergo 

V z  —  w/a;=zf:M,  erit 
• .  alyz:2  u  y  45  —  u  u  Ix^  2f:  uziu  ulx-^  2  uf  :  11—  2  f :  u. 

Pro  casu  simplicissirao  sumatur  fiuziO   ct  f:uiz:0,   erit  u:i~y 
ideoque 

^         Zx  Ix Ix^ 

ita  ut  pro   casu  simplicissimo  sit  zinalx  .ly.     Si  ponatur 
f:u=:ulc  ei  f.-%±r|^u?{r,  ctit 


r   •    •    ' 


^ Zcx  (Z  c x)»  (Zc3c)^ Z,cx' 

ita  ut  sit  .  ^         .  . 

z  zz  a /y  (/ c -4- / a?) , 


t  • 


QAPUT     VL  145f 


magis  generalitcr  autem  erit 


S  c  h  ol  i  on.  • 

219.  Methodi  hactenus  tradilae  haud  mfediocriter  amplifica- 
buntur,  si  loco  binarum  variabilium  ^  et  j/,  quarum  functio  esse 
debet  z,  binae  aliae  variabiles  t  tt  u  introducantur,  quarnm  rela^tio 
ad  illas  detur.  Ita  s\  z  sit  functio  binarum  variabilium  x  et  tr, 
ut  inde  prodeat  .  *   ' 

dzzzzp  d  x-^  q  3y; 
ac   loco    X  ct  i/   aliae    novae   variabilcs  -  *•  et  u   introducantur,     ut 
jam  differe^tiajtione  ips.tituta .  pxpdeat  .   -.  •  i 

quaeritur  quomodo  t  et  ^  per  p  et  tj  determinentur,  pro  rdatidne 
inter  pristinas  variabiles  or,  y  et  novas  ^  et  u  stabilita.  Hino  ergo: 
tam  X  quam  y  certae  cuidam  faDCtioni  ipsarum  t  et  ii-  aeqnaibitary 
quae  cum  detur  sit  ;       - 

dx  —  ?dt^Q^u  et  dy=iRdt^Sdu, 

ita  ut  facta  hac  substitutione  z  jam  sit  functio  ipsarum  t  tt  Ui 
Cum  igitur  esset 

d  z  —  pdx  -}-  qdy, 
erit  nunc 

dz=  (Pp-\-Rg)dt  -^(Qp-^Sqyd  u. 
Est  vero  per  hjpothesin 

d  z^mrd  t  ^  sdu^ 

unde  habebitur 

rzizV p-\-Rq  et  $z=iQp-\-Sq. 
Quare  facta  hac  substitutione  valores  difFerentiales   novi   ex  pracce- 
dentibus  ita  determinabuntur ,  ut  sit 

(|f)  =  P(|f)  +R(||)  et  (|l)-=  Q  (ID  +  S  df ). 


^ 
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Unde  etiam  cum  8it  vicissim 

Q  r  —  P  5  zn  (Q  R  —  P  S)  7  et  S  r 
concludimus  fore 


Il^±:(P5^-QR)/>, 


vdx/ 


PS  —  OR'Vdf/  PS— QR   \dlJ    ^ 


i  ^ 


•  t 


Vd>/ PS  — QR  V3fy  ~PS  — QR   Vdtt/' 

Tel  cum  x  et  y  perinde  ac  z  smt  fuHctiones  ipsarum  {  et'  a  haec 
fclatic)  ita  exprimi  potest,  ut  sit 

Hinc  efficitur,  ut  quae  problemata  prf*  data  qaadatii  relatione 'inter 
P^  9*  ^9  y»  ^  resolvi  possunt,  ea  quo^ve  pro  relatione  inde  resuU 
tsnleijnter  «r,.  $,  t^  u  et  z  resolvi  queant;  unde  saepe  probiet 
mata  nascuntur^  quae  solutu  vehementer  difHcilia  videantur,  ex  quai 
Qon3ciii|»tmnQenfk  >siihsi  partem    ii)ferri   poar; 

aent ;  sed  quia  usus  praecipue  in  formulis  differentialibua^r  aecundi 
gradus  spectatnr, ;  hi6  ^on  fusius  im^iorana  ad  eas  evoluendas  pro* 
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CAPUT   I. 

D  E 

FORMULIS  DIFFERENTIALIBUS  SECUNDI  GRADUS  IN 

GENERE. 


Problema     38, 

*220. 

Si  z  sit  functio  (^uaecunque  binarum  variabillttm  o?  et  ^,   ejus  for* 
mulas  differentiales  secundi  gradus  exhibere. 

Solutio. 

Cum  z  sit  functio  binarum  Tafriietbllium  a:  et  t/,    ejus  -cfifferen* 
tiale  hujusmodi  habebit  formam 

ex  qua  p  et  q  sunt  formulae  dilTerentiales  primi  gradus,  quas  ita 
denotare  solemus 

P  =  (|-3.t»=(|-p. 

Ciim  nunc  sint  quoque  p  ct  q  funettenes  ipsarum  x  et  y,  formu- 
lae  difFerentiales  inde  Jiatae  erunt  formulae  differentiales  secundi 
gradus  ipsius  z,    unde  intelligitur  quatuor  hujusmodi    formuias  nasci 

l^\    f^Uhi    r^    (^\ 

\dxh   ^ByJy  KdxJ^   ^dyf^ 

quarum  autem  secundam  ac  tertlam  inter  se  congruere  in  calculo 
difFerentlali  est  demonstratum.  Sed  cum  sit  pz:z{^)^  simili  scri- 
bendi  ratione   crit  (g|)  zz;.  (g-^) ,    cujus  scripturae    «gnificatua  hmc 
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•ponte  patet.     Deinde  codem  modo  erit  (^)  zz:  (g^^M,    atque  6b 


fd 


<f  ZZZ  (^"D  habebimus 

\dxJ \dydxJ    ^^    \dy' Vd>W* 

Quia    ergo    est  (^— ^^)  =^  (dlTd^)»    functioni  z   conyenient  tre*  for* 
mulae  differentiales  secundi   gradus,  quae  8unt 

dx«/'    \dxdy)    ^^   \^y^y' 

Corollarium      1. 

221.  Ut  ergo  functio  z  duarum  yariabilium  o;  et  y  duas 
habet  formulas   differentiales  primi  gradus 

ita  habet  tres  formulas  differentiales  secundi  gradus 

(d  d  z\      f  ddz  \  fddz\ 

C  0  ro  i  Lar  i  u  m      2. 

222.  Hae  ergo  formnlae  per  duplicem  differentiationem  nascun« 
ttu:,  unicam  tantum  quantitatem  pro  variabili  accipienda.  In  prima 
scilicet  bis  eadem  x  variabilis  sumitur,  in  secunda  vero  in  altera 
differentiatione  x^  m  altei*a  autem  y  variabiiis  accipitur ;  in  tertia 
autem  bis  y. 

Corollarium      3. 

223.  Simili  modo  patet,  ejusdem  functionis  z  quatuor  darjl. 
formulas  diflTerentiales  tertii  gradus,    scilicet 

^dx^J'    \dx*dy)^    \dxdy^)^    \dy^)^ 

quarti  autem  gradus  quinque;  quinti,  sex,  etc. 

S  ch  of ion.    •- 


224.     Formulae  hae  differentiales    secundi  gradus    ope    substi* 
tutionis  sattem    ad  formam   primi  *  gradus   revociui  possunt.  '    Tehiti 
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fonnula  (||t)»  si  ponatur  (^-^z=p,  transformabitur  in  (M)i    for- 

mola   autem   (j^A)   eadem   substitutione   in   hanc  (^h.      At  posito 

(||)=I7,  formula  (jj^)  transmutatur.  in  hanc  (||) ;    formula  au- 

lcm  (|-^  in  hanc  M).     Yicissim  autem  uti  cx  aequalitatc  p;z  (|^) 
deduximus 

ita  ex  his  ulterius  progredlendo  colligemus 

Va*»-/ Vax3/»    Vdx3y ^x>dy»    Vd^Vi    \dxdy^y 

Tum   vero    etiam   si   ponamus  (dx)  — (^^)'     **^°^  sequentur   istae 

acqualitates 

(99q\ /  a3g  N     ,   /99?„\ /  9^g  \ 

^dxv  —  vdx-^ay  ^*"  vdxd>/  —  vd*5y»'* 

Hicque  est  quasi  novus  algorithmus ,    cujus  principia  per  se  ita  sunt 
xiianifcsta,  ut  majore  illustratione  non  indigeant. 

Exemplum      i. 

226.      Si  sU  zznxy y    ^us  /ormulas  differentiales  secundl 
gradus  exhibere. 

Com  sit  (|D  =  y  et  (g)^*,  erit 

(It3  =  «.  0=-*  "0  =  «- 

Exemplum     2. 

226.     Si  sit  %zix^y^^   ejus  ybrmulas  differentiahs  secundi 
gradus  exhibere. 

Cum  «it  (|D  =  m  *•«—»«/»  et  (|- )  =  n  a?«  y"— S  erit 

dll)  =  m  (m  -  1)  x^--  y\  \^^-)  z=.mn  x^-^  y»—, 

(|||)=in(«— .0*«y«-». 
VoU  III.  20 
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Exemplum     3« 
22  7.     Si  sit  zziz}/ (XX  -^yy),  ejus  /ormutas  differenUor 


les  secundi  gradus  exhibere. 
Cum  8it 

/a  a  z\  _  yy  /  d^dz  \ 


erii 

xy 


(xx^yy/   V^^y/        (xx  +  yy)i 
ddz\ X  X 

^        (x  x-\ 


dy 


+  yyy 

Scholion. 


228.     Quemadmodum  binae  formulae  dlfTerentiales  primi  gra- 
du8  cujusquc  functionis  z  ita  sunt  comparatae,   ut  sit 

et  integrando 


ita  quoque  in  formulis  secundi  gradus  erit 

0  =/[3  o,  c^i)  4-  a  y  (gi)] . 

Tres  igitur  formulae  secundi  gradus  semper  ita  sunt  comparatae^ 
ut  geminam  integrationem  praebeant,  si  scilicet  cum  differentialibus 
^  0?  et  d  y  rite  combinentur^  haecque  proprietaa  quae  probe  note^ 
tur,  in  sequentibus  insigne  adjumentum  afferet. 

Pr  ob  tem  a     39^ 

22 9*     Sl  z   sit   functio   binarum    Tariabilium  x  et  ^,    looa  x 
et  y  introducantur  binae  norae  Tariabiles   t   et  u^    ita  ut    tam   x 
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quam  y  aequetur  certae  functioni  ipsarum  t  et  u^  formulas  difTe* 
rentiales  secundi  gradus  ipsius  z  respectu  harum  novarum  variabi* 
lium  definire. 

S  0  1  u  t  i  0. 

Quatenus  z  per  x  et  y.  datur,    datae  sunt  ejus  formulac  dif- 
ferentiales  tam  primi  gradus  (||),  (^-),  quam  secundi  gradus  (^^» 

(^A) »  ^'^) '  ^^  quibus  quomodo  formulae  differentiales  respectu 
novarum  variabilium  t  et  u  determinentm*  definiri  oportet  Pro 
primo  gradu  autem  cum  sit 

quia  tam  x  auam  y  datur  per  t  et  u  erit 

quibus  valoribus  substitutis  habebitur  ipsius  z  difierentiale  plenum 
ex  variatione  utriusque  T  et  u  ortum 

3  - = 9 '  Of)  (aD  -  a »  (tD  dD -^  3  ( (I?)  (H)  •*•  3 "  dl)  0- 

Quodsi  jam    vel    sola  t    variabilis    sumatur,    vel    sola  u^    prodibunt 

formulae  differentiales  primi  gradus 

/^\  /9f?\  /i^N    .    /9y\  /dzK      jdz\  ^  ydx\  fdzy.     ,     ^dy\  ^dzx 

\af/  —  \dty  \dx/^\dtJ  \dy)^    \du/ — '\dJ  \dxJ  ^  KdJ  \dyJ* 

Simili  modo  ulterius  progrediendo ,   differentiemus  formulas 

primo  generaliter,  tum  vero  loco  o:  et  y  etiam  t  et  u  introduca* 
mus ;  hincque  nanciscemur 

fdp^  —  t^\  /^\  _i    r^\  r^\    r^f\  —  /l^\  /^f\  j-  f^y\  /?^^ 

\dfJ  \dtJ  \dxJ     »     \dtJ  \dyJ^    \duJ \dJ  W  ^  Vdi/  \dyJ^ 

/dq\  /dx\    .dq\      ,      fdyy^    .dq^         ydq\  ydx\  ^B q>.      ,      rdy\  fdq\ 

\dtJ  —  \dtJ  W  ^  \dtJ  \dyJ  ^    \duJ  —  \duJ  \dxJ  ^  \duJ  \dyJ^ 

unde  poterimus  formulas  (^-)  et  (s-)  pro  variabilitate  tam  solius  t 
quam  solius  u  assignare ;    scilicet  cmn  sit 
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iilyeniemus 

/ddz\  ^ddx\  /dz\     .     ^ddy\  /dz\     ,     /9«\a  /53«\ 

\dt^J  —  \dFJ  w  ^  va?r;  Va^;  -r  {dt^  \d^) 

8  (li)  df )  (fM) + (It)'  (if^) . 

/99g  \  «^  /  39x\   /9g\     ,     /  93  y  \  /^\     i^  /3x\  /dx\   y99g\ 

vdtdii/  —  va/au/  Vdx/ "+"  vdf 3«/  vdy "+"  vaT/  vdu/  W»  / 

,  I  /dx\  /d^^  /  *^*  ^  ^  /^^^ (^^  /^^^\  ^  i'^y\  /^\  f^!li\ 

"^  \dfJ  \duJ  KdxdyJ  '^  KdtJ  w  vaia^^  ^  va?;  \dJ  \dyJ^ 

xaaajv  —  /aax\  /d»^     .     /39>\  /3»\    .    /9«\a  /d^«\ 

va tt*  y  —  V3tt2 ;  \dxJ^  Vd  «a/  va^;/  ^  v^tty  vai^y 

Corollarium      1. 

23  0«  Proposita  ergo  conditione  quadam  inter  formulas  diffe- 
rentiales  iunctionis  z,  quatenus  per  rariabiles  t  ct  u  definitur,  eadem 
conditio  pro^  eadem  functione  z  transfertur  ad  alias  binas  yariabi- 
les  X  ct  y^  ab  illis  utcunque  pendentes« 

Corollarium     2. 
23 i.     Formulae  quidem 

df).  0'  (is-  (H).  ^- 

per  t  ei  u  exprimuntur,  ex  relationci  quae  inter  x^  y  et  t^  u 
assumitur,  yerum  indidem  eaedem  formulae  ad  yariabiles  x  et  y 
reyocari  possuut 

S  c  h  o  1  i  0  n. 

232»  Quemadmodum  hic  yariabilitas  quantitatum  <  et  u  per 
formulas  differentiales  ex  yariabilibus  o?  et  ^  natas  est  expressa, 
ita  yicissim  si  yariabiles  ^  et  u  proponantur,  ex  quibus  certo  modo 
alterae  a;  et  ^  determinentur ,  sequentes  reductiones  habebuntur, 
fiicta  tantum  yariabilium  permutatione»  Frimo  scilicet  pro  formulis 
primi  gradua 
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(H)  =  (r-^  (l-r)  -t-  (^D  (rS .  (IP  =  (B)  df)  +  ^-|) 

Pro  formulis  antem  diiferentialibus  secundi   gradus 

+ = (14)  (r:)  (^) + di)'  (g-n . 

(ddz  \  ^^^  y  93/  \   /9«\     ■     /  99u  \  /9g\     ^     /9/\  /3^\  /99»\ 

vd*/  vay  \dfduy  "*"  vax/  vay  ^dfau/   »"  vax/  ^ay  Vatt*/* 


doasx  _^  /^^^  /'^*^  ^  /ddu\  /3»\  ^^  /^^\2  /^^^N 
.jya/  —  Vdy/  Vdf;  "t-  Vay  y  Vdtt^  "1"  \^)    \:^J 


^  \dy  \dy/  \dTdv)  "^  \dy/    Ql^)  ^ 

ubi  determinatio  litterarum  /  et  u  per  alteras  x  et  t/  considerari 
debet.  Quoniam  scilicet  in  conditionibus  praescriptis  binis  variabi* 
libus  o:  et  ^  uti  solemus,  earum  loco  alias  quascunque  t  eiu  intro- 
ducendo,  loco  illarum  formularum  difTerentialium  has  noyas  formas 
ad  yariabiles  /  et  u  relatas  adhibere  poterimus,  ubi  deinceps  rela- 
tio  inter  yariabiles  x^  y  ct  t^  u  ita  est  constituenda,  ut  quaestio 
aolutu  facilior  eyadat.  Fro  yariis  igitur  hujusmodi  relationibus  exem* 
pla  eyoluamus. 

£x  emp  lum     l. 

233.     Si  inter  variabUes  x^  y  et  tj  u  haec  relaiiQ  consti^ 
tualur^   ut  sit 

t  — aa?-f.j3y  et  uizzy  x  -i-^t/y 

reductionem  formularum  differentialium  exhibere. 

Cum  sit 

(|i)  =  a,  (g)  =  (3,  (^?)  =  V.  (!-?  =  «. 
hincque    formulae    pro    secundo  gradu   eyanescant,     habebimus   pro 

formulis  primi  gradus 

(lD  =  «(ll)+Y(s).  (a^  =  (3('j)+5('D^ 
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pro  fonaulis  autem  secundi  gradus 


^  =  (3(3{'^)+ 3  (3  J(^*^  + J  J  (l^). 

Corollarium      !• 


23  4.     Si  sumatur  Izizx  et  wznx  ^  y^    erit 
arzl,  |3ii=0,  y— 1   et  5—1,  ergo 

(&')  =  ^#)  +  «(^rJ  +  (li?). 

Vdxajr/  VdTdli/  "+"  V3tt»/' 

(3d«\  ..^  /ddz\ 

C  0  r  0  llar  ium     2. 

236.  Etsi  ergo  hic  cst  t-zix^  tamen  non  est  (57)  — (al)» 
ct]^us  rei  ratio  est,  quod  in  forma  (^)  quantitas  y  sumitur  con* 
stans,  in  (^  vero  quantitas  uznzx  ^y^  id  quod  in  genere  no« 
tasse  inuat,  ne  ex  aequalitate  tznx  ad  aequalitatcm  formularum 
(g^  ct  (gj)  concludamus. 

Exemplum     2. 

23  6.  Si  inter  variabiles  t^  u  et  x^  y  haec  relatio  consti-- 
tuatur^  ut  sit  t  zzzct  x^  et  u  ~  p  y^y  reductionetn 
exhibere. 

Hic   ergo  erit 
(||)  =  maa:«-S  ^)=0,  (|i-:)r=  m  (m— 1)  aa;»-', 

d^)=0,  (f-;)  =  npy«-.,    (Il^)  =  n  (n  -  1)  (3  2^»-, 
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unde  obUnemus  pro  formulls  primi  grada» 

pro  formulis  autem  secundi  gradus 

(|||)  =  m(m--  i)ax^-clp^mmactx^^-*^^y, 

(|i?)  =  n  (n  -  1)  p  y«-«  ill)  +  n  n  f3  (3  2^»«—  (|^, 

in    qnibus   formulis  jam   loco   x   ct  y   earum   Talores    per  t   et  u 
induci  debent* 

£x  emp  I  um     sr 

237.  Si  inter  variabiles  f,  U  et  x^  f/  haec  relatie  constl^ 
tuatur^  ut  sit  xzzit  et  ^zziu^  formularum  differen^ 
tialium  reductionem  exhiierei. 

Cum  sit  tzizx  et  uzn^,  erit 
hincque  formulae  involuentes  d  d  ^  evaneacuntr     Forr€» 

(dttv        ,  I        _  u       /3^\  ^—  •"*  _  — tttt 
dx^ — y^T^    \dy^  — yy —      t    * 

dxv  —  ^^  U«d>/ — j'^  ~  tt  ^  Vdy»j  — •  3;!  *— TT^ 

imde  pro  formulis  primi  gradus  habebimus 

(dz\  _  /9g\     I    tt  /9«\      /9g\  ..^  — wtt  /3«\ 
d^/  —  vdf/  'T'  F  vdtt/>  Uy  —  ~r"  vai/* 

pro  formulis  autem  secundl  gradu» 

(ddz\  _  /^9g>v     I.     gtt  /  ^9g\     ■■    tttt:  /8*9 g\. 
dxa/  —  \dt*)^  t  Aafatt/    »    FT  vdtt*/^ 

(99g  \  _  — tttt  /^«\  ^^  tttt  /99g\  tt3  ^ddzv 

dxdy/  ~"     tt     \du)  t    \d¥du)  ^  n  \J^/^ 

/ddx\  ^_  au^  /Sg\      I     tt*^  y89g\ 
laj»/—    «   Vdtt/  *«"  «  Utt*/*^ 
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Ex  em  p  luxn      4. 

238.  Si  inler  variabiles  t^  u  et  x^  y  haec  relatio  comli- 
tuatur ,  ut  sit  tzme*  et  u:ize^y^  seu  xzzzlt  et 
y^f$  reductionem  formularum  differentialium  exhi^ 
bere. 

Hic  ergo  est 
Deinde 
tum  vero 

^^  =  ^y  =  u,(^J^^i  =  ^  =  t,e^)  =  t,. 

Quare   pro  formulis  prirai  gradus  habebimus 

<f:)=«<s7>+u<a'i>.  o=<(|-:). 

Pro  formulis  autem  secundi  gradus 

(f^) = '  (|f> + « (^:) + < '  (M?) + * ' « (^.> + » « cii?) . 

O  =  «a-:)  +  "  (^.)  + ' » CH?). 

<||?)=//4I?). 

S  c  h  0  1  i  0  n. 

23  9*  In  formulis  generalibus  §.  232«  datis  assumsimus  valo- 
res  variabilium  t  et  u  per  x  -et  y  expressos  dari,  et  universa  evo- 
lutione  facta  tum  demum  pro  rr  et  ^  variabiles  ^  et  u  restitui. 
Commodius  ergo  videatur,  ^i  ^tatim  variabilium  x  et  y  valores 
per   t   et   u  «xpressi   habeantur;    veinim    inde    valores    formularum 

(a«)'   (y)»   ^*^*    ^^^'*^  complicate  exprimerentur  ^    quam  ut   eas   in 
calculum  introducere  liceret.     Scilicet  si  j?  et  ^  per  t  et  u  dentur,  . 
inde  fit 
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\dx) 


© 


ac  formulae  secundi  gradus  raulto  magis  proditurae  sunt  perplexae. 
Quovis  ergo  casu,  quo  hujusmodi  reductione  utendum  videtur,  con- 
jectura  potius  quam  certa  ratione  idoneara  variabilium  immutationem 
colligi  conveniet  Alia  vero  etiam  datur  reductio  saepe  insigncm 
utilitatem  afferens ,  dum  ipsius  functionis  z  quaesitae  forma  muta* 
tur  ;  veluti  si  ponatur  z  ~  Vi; ,  denotante  V  functionera  datam  ip- 
sarum  x  et  y ,  ita  ut  jam  v  sit  functio  quaesita  ;  quin  etiam  haec 
nova   quaesita  v  alio  modo  cum   datis  implicari  potest. 

Pr  o  b  1  e  m  a      40. 

240.  Proposita  functione  z  binarum  variabilium  x  ei  y  j  ac 
posita  z  zzz  ?v,  Ua  ut  P  sit  data  quaedam  functio  ipsarum  o?  et  y, 
formulas  difterentiales  novae  functionis  v  expriniere. 

S  o  1  u  t  i  o. 

Cum  sit  z  m  P«; ,  ex  regulis  difTerentiandi  traditia  habebimua 
primo  formulas  differentiales  primi  gradus 

Atque  hinc  deinceps  formulae   difFerentiales  secundi  ordinis  ita  pro- 
dibunt  expressae 

(S)=(g^.)"+^(|i)(R)+I'(s?)- 

(f i) = U%)  - + (l-D  (5) + dP  (13 + f  O  • 

O^O^-^O^^P+^O- 

ubi  cum  P   sit  functio  data   ipsarum  x  et  y ,    eju8   formulae  diffe* 
rentiales  simul  habentur. 

Vol.  III.  31 
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CoroIIarium      1. 

241.      Si  P  esset  functio  ipsius  a?  tantum,    puta  X,   tum  po- 
sito  2  z=:  Xt;  erit 

hdyJ  —  di  \dy)  "^  ^  ^xdj/  » 


Corollarium     2 


242.  Transformatlo  haec  easdem  variabiles  x  tt  y  senrat» 
et  tantum  loco  functionis  z^  alia  v  introducitur ;  cum  ante  manente 
eadem  functione  z ,  binae  variabiles  o?  et  ^  ad  alias  t  et  u  sint 
reductae.     £x  quo  hae  duae  transformationes  genere  sunt  diversae. 

S  c  h  o  1 1  o  n      i. 

243.  Casus  simpllcior  fuisset^  si  per  additionem  posuissemus 
2  zz  P  +  V ,  ut  esset  P  functio  quaedam  data  ipsarum  x  tt  y  % 
verum  tum  transformatio  ita  fit  obvia ,  ut  investigatjone  non  indl* 
geat ;  est  enim  manifesto 

(s)  =  (g)  +  (rJ.  (|)  =  (g)  +  (g)' 


dx^J 


•jM»  \ f^^\  _L-  f^^\ 

\dxdy) Kdx^y)  "»     ^3x3^  » 

fddz\    /3^\     1     /ddv\ 

\dy^)  \dy^f  ^  \dyO  " 

Neque  vero  etiam  fbrmas  magis  compositas  evolyi  necesse  est,  ye« 
luti,  si  ponamus  z  zir )/ (PP -f- w)  ,  quandoquidem  t^Iis  forma  vix 
tmquam  usum  foret  habitura*. 
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Scholion      2. 

244.  Pracmissjs  his  principiis  et  transformationibus ,  nego- 
tium  aggrediamur  ,  et  methodos  aperiamus ,  ex  data  relatione  intcr 
formulas  difierentiales  secundi  gradus,  et  primi  gradus,  itemque  ipsas 
quantitates  principales,  harum  ipsarum  relationem  investigandi.  Hic 
scilicet  praetcr  ipsas  quantitates  x^  tj  et  z,   earumque  formulas  dif- 

ferentiales    primi    gradiis    (^   et  (g|)    considerandae    veniunt    tries 

formulae  difFcrentiales  secundi  gradus  {3^)  ,  (a~^)  ^*  (|v »  ^^** 
rum  vel  una  ,  vel  binae ,  vel  omnes  tres  in  relationem  proposit^tm 
ingredi  possunt ,  ubi  insuper  ingens  discrimen  formuUe  primi  gra*» 
dus ,  sive  in  relationem  ingrediantur  ,  sive  secus,  constituunt.  Non 
solum  autem  nimis  longum  foret  omnes  combinationes,  utL  in  prae- 
cedente  sectione  fecimus ,  prosequi ,  sed  etiam  defectus  idonearuro 
methodorum  impedit,  quo  minus  singula  quaestionum  huc  pertinen- 
tium  genera  percurramus.  Capita  igitur  pertractanda  ita  institua* 
mus ,  prout  methodus  solvendi  patietur,  ea,  ubi  nihil  praestare  li* 
cet,    penitus  praetermissuri. 


CAPUT    II. 

D  E 

UNA  fORMULA  DIFFERENTIALI   SECUNDI  GRADUS  PER 
RELIQUAS  QUANTITATES  UTCUNQUE  DATA. 

P  r  0  b  1  em  a     41. 
246. 

Si  z  debeat  esse  ejusmodi  functio  ipsarum  x  et  ^,  ut  formuU  se^ 
cundi  gradus  (v-^)  aequetur  functioni  datae  ipsarum  o?  et  y;  indo*- 
lem  functionis  z  investigare. 


S  o  I  u  t  i  o. 
Sit  F  functio    ista   data    ipsarum  o;  et  ^,    ita    ut  esse  debeat 


(^)  zz:  P.      Suraatur  jara  y  constans ,    et  cum  sit 


a  .  ©  =  a^Q,  erit  a  .  Q  =  nx, 

unde  integrando  prodit 

(1?)  =  /nx  +  Const. 


Ubi  in  integratione  f^dx  quantitas  y  pro  constante  habetur,  ct 
constans  adjicienda  functionem  quamcunque  ipsius  y  denotabit,  ita 
ut  haec  prima  integratio  pracbeat 

(g)  z=  /2dx  -^f-.y. 

Nune  iterum  quantltate  y  ut  constante  spectata ,    erit 

3«  =  3a?  ^    sen    dz  =  dx/?dx  -i-  dxf  :  y\ 
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ubi  cum  /Pd^  sit   functio  ipsarum   x  tt  y  ^    quarum  haec  y  con- 
staus  assumitur,  integratio  denuo  instituta  dabit 

z  —  /dx/Pdx  4-  a;f  :  y  -f-  F  :  j/ , 

quod   eat    integrale    completum    aequationis   differentio  -  differentialis 

propositae   (^^^2)  ^  P  J    propterea    quod    duas    functiones    arbitrarias 

f:y  et  F'fy  complectitur,  quarum  utramque  ita  pro  lubitu  accipere 
Ilcety  ut  etiam  functiones  discontinuae  non  excludantur. 

m 

Corollarlum      1. 

2 46,      Quodsl    ergo  proponatur    haec  condltio  (^— j)  m  0    ejus 
intcgratio  completa  dabit 

z  zzz  xf  :  2/  +  F  :  y, 
ob  P  zi:  0  ,    cujus    veritas   ex    differentiatione    persplcitur ,    nnde  fit 
primo  (j*)  — f:y,    tum  vero  (^^  —  0. 

C  0  r  0  1 1  a  r  i  u  m      2. 

247.  Eodem    modo    In    genere    integrale   inventum   per  diffe* 
rentlationem   comprobatur»      Cum   enim  invenerlmus 

z  zzi  fdxf?dx  +  a?f  :  ^  -4-  F   :  1/ , 
prima  differentiatio  praebet 

(I-:)  =/Pd^  -+-f  ry, 

repetita   vero   (g)iz:P. 

CoroIIarlum      3. 

248.  Simlli   modo    si    haec    proponatur    condItIo(|^)  zr  Q, 

existente  Q    functione    quacimque   ipsarum    x  et^y,    integralc    com- 
pletum  reperitur 

z  =  fdyfQdy  H-  y  f  :  o?  +  F  :  a: , 
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nbi   in   gemiiiato  integrali  /dy/Q^dy 
habetiir. 


S  c  h  o  l  i  o  n. 

2  49-  Hinc  ratio  integralium  completorutn ,  quae  ex  formulis 
differentialibus  secundi  gradus  nascuntur,  in  genere  perspicifttr,  quae 
in  hoc  est  sita ,  ut  duae  functiones  arbitrariae  inyehantur  ,  ubi  ite* 
rum  notandum  est,  has  functiones  tam  discontinuas  quam  continuas 
esse  posse.  Nisi  ergo  per  totam  hanc  sectfonem  integralia  duas 
httjusoiodi  functiones  arbiirarias  involvant ,  ea  pro  completis  haberi 
nequeunt.     Quotiescunque  enim  ^roblema  ad  hujusmodi  aequationem 

(^)  =  P  perducit ,  ejus  indoles  semper  ita  est  comparata ,   ut  tri* 

bato  if>si  x  certo  quodam    valore  xzna^    tam  formula  (|^    quam 

ipsa  quantitas  s  datae  cuipiam  functionl  ipsius  y  aequari  possit. 
V^uaiT  si  tam  integrale  /Vdx  quam  hoc  /dx/Pdx  ita  accipiatur, 
ut  posiio  X  ~  a   evanesoat,  erit  pro  eodcm  casu  ar  ~  a ,    valor 

(^  =  f  :  y    et    z  =:  af  :  y   4-  F  :  y, 

mihW  01  problematis  natura  utraque  functio  f :  y  et  F :  y  definitur. 
IK^co  nutom  appUcatio  ad  omnes  casus  fieri  non  posset ,  nisi  inte- 
j[ralc  vvMupIetum  habein^tur;  quamobrem  in  hoc  praecipue  est  in* 
oumlK^DvIum «  ut  omnium  hujusmodi  problematum  integralia  completa 
haboantur  C^ieterum  hic  in  perpetuum  monendum  duco ,  quoties 
huju^axvHli  fonuuU  Jntcgralis  /Vdx  occurrit,  scmper  solam  quantita- 
t\MU  J'  YAtiAbilcm  accipi  csse  intclligendam ;  siquidem  si  etiam  y 
xarUbili^  avvipci^euu^  formuU  /Pdx  ne  significatum  quidem  admltte- 
ITI  ^imiU  uuhU^  in  formuK^  /dx/Vdx  intelligi  debet,  in  utraque 
uiK'|Evaiiv>m'  $oUm  .r  variabilem  assumi.  Sin  autem  talis  farma 
/\>jf<1Vt  vHHHUY^t,  mirllijicndum  e$t»  integrale  yPdo?  ex  variabUi* 
\^\p  «\'luui  .r  wlh^ci  dcbci^  .  quod  si  ponatur  =:  R ,  ut  faabeatur 
,/  KvV^  )mo  jnm  »v>la  y  pro  Yariabili  cm  habenda. 
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Exemplum      !• 

26  0.     Qu€uratur   binarum   variabilium   x  et  y   ejusmodi  /imc^ 
tio  z,  ut  sit  (f  5)  :^  ^  . 

Cum  hic  sit  P  ~  ~  ,    erit 


a 


/Pdx  =  *2^    et   /dx/Pdx  _    ,^ 
sicque  habebitur  ex  prima   integratione 

(I) = 1? + f = 1'. 

ita  ut  posito  a?zz:a,  formula  (^  functioni  culcunque  ipsius  j^  ae* 

quari   possit ,    seu   applicatae    curvae    cujuscunque    respondenti   ab- 
scissae  j/.     Tum  vero  altera  integratione  instituta ,  erit 

z  zn  ^   -h  a?f  :  y  -H  F  :  y, 

qui  valor  casu    x  zzz  a   denuo    functioni  cuicunque   ipsius  y  aequaii 
potest. 

Fxemplum      2. 
251.     Quaeratur   binarum    variabilium   x  et  y   ejusmodi  func^ 

tio  z,  ut  sit  (l^:)  =- yjii^yy 

y{xx-^yy)^ 


/Pdx  ~  a/  (XX  -f-  yy),    et 

fdx/Pdx  z=za/dx}/  (^xx  -+-  yy}  —iaxy^  (,xx  +  yyy 

unde  prtma  integratio  praebet 

(^)  :z:  a  ^ (xx  -^yy^  H-  f -y  sltera  rero 


«— |a:r/(a7ar-Hyy)-hjayy/[arH-/(a:a7^yy)]-*-a:f:x-i-F:y^ 
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Exemplum      3. 
7  25  3.      Quaeratur    binarum   variabilium  x  et  y   ejusmodo  /un(y 

tiO    Z,    Ut    Sit    (1$)  — y^(aa-^xx-~:yj)^ 

Cum  sit  P  :=:  y(,,^L_^^) ,    erit 

/?dx  —  Ang.sin.  y  ^^/_^  ^^)  i 
tum  vero 

f^xf?dx  —  o;  Ang. sin.   .,   *  — r   —   /*  7-7 — ^^f .  . 

Quare  integratio  prima  praebet 

(||)  —  ^"g-  Si"-  y(aa~:yy)  •+•  ^  •  S/ ^ 

hincque  Ipsa  functio  quaesita  erit 

z  —  x  Ang. sin  ^ ^^JLyy)  -+' / («^  ~ ^a:  —  yy)  -4- a:f  :y  4- F  :  y. 


<i(?  z ,    ut  sit  U-J^  —  a:  sin.  (x  -f-  y), 


Exemplum      4. 
253.      Quaeratur   binarum    variabilium    x  et  y   ejusmodi  func-- 

rddi 

Ob  P  ~  o?  sin.  (^x  4-  y)  ,    erit 

f?dx  zzzfxdx  sin.  (o;  +  «/)—•--  o:  cos.  (a?-f-«/)  +y3a?  cos.  (a;  -f-  y) 

seu  f?dx  zn  ^—  X  cos.  (o:  -4-  y)  H-  sin.  (a;  -4-y). 

Tum  vcro  est 

fxdx  cos.  (o?  +  y)  zz:  o:  sin.  (o:  -f-  y)  -f-  cos.  (a?  -f-  y)  , 

ideoque 

fdxf?dx  zn  —  2  cos.  (^  +  y)  —  a:  sin.  (x  +  y). 

Quocirca  ambo  nostra  integralia  erunt 

z  —  -^  2  cos.  (o:  -f-y)  —  x  sin.  (a:-f-y)  -t-a:f  :y  •+-?  :y. 


(3I)  iz:  sin.  (:r:  +  y)  —  o:  cos.  (o;  +  y)  +  f :  y    et 
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354.  Si  -z  tdebeat  «esBe  «ejusmodi  ITundtU  veFialDiliinn  ^  «t 
y^  mt  «it 

'cxijteiftibi»  P  et  Q  iunctkfnlbus  «qulbusvls  ipsarum  a?  «et  y/j  uidolem 
funotionis  -z  tn  igenere  dnrestjgare. 

S  olutlt). 

Ponamus  5iic  ^)r=t;^  nit  'sit  (|^)  —  <(|^)^  ^fit  «ostra  ^e- 
quatio  Int^randa 

Spectetur  «ei:go  'Sola  ^  ut  Tariabilis,  ^t  x>h  dv  c:zdcc  (^)  ^  «erlt 

dv  m  Vvdx  -^-  "Q^^^ 
quae  per  i    ^^^*  tnultipTicata  ct  integrata  ^lat 

ideoque 

(|?)  r=  B^P9*/eWPa*  ^ao:  ^  «/P^*  f  ::  y. 

Retineatur  «ola  x  Yariabilis,  ^pcctata  y  Mt  t^onstante,  *et  ^1> 
dz  nz:  dx  <^)    ♦erit 

quod  ob  binas  functiones  ^rbitrarias  f  i  y    et    1^^  y   ^st   iintegrale 
completum. 

C  0  r  o  n  a  r  iutn      1. 

266.  Probtema  hoc  tnulto  lathis  patet  praecedente,  cum 
conditio  proposita  etiam  formulam  primi  ^radus  X^)  inrolvut ,  ni- 
hilo  vero  minus  solutio  feliciter  Buccessit. 

Vol.  III.  22 


47ft  CAPUT     IL 

C  o  r  o  Llar  i  am      3. 

25  6.  Hic  ergo  quadruplici  intcgratioiije  cst  oj^us ,  primo  sci- 
licet  quaeri  debet  integrale  f^diXy  q,uod  si  ponatur  izi/R,  quacri 
porro   debet   integrale 

^uod!  si  ponamus   znS,    restat  integraFe 

quod   abit  in 

•ita  iit  insuper  bae  diiae  loimaie  inlegrari  debeanlL 


CoroHarium      S. 

2  5T.      Eodem     oranino    modo    rcsolvitur    problenra,.    qtra   esse 
debet 

si    P    et    O    fuerint    fiiactiones    quaecunque    datae    rpsarum   x    et  i/. 
Reperitur   enim 

(|5)  =  eJ^^y/e-S^dy  Q^y  4.  ef^dy  .  f :  o:  et 

z  ^—fei^^y  dtjfe-S^y  Qa^  -f-  f :  02 .  feS^^y  Dt/  -f.  F  :  x. 

E  xe  ra  p  Fu  m      f  •. 
2  5  5*      Quaeratiiv    dinarum    variabiUum  x  et  y    ejmmodi  fiinc- 

Posito  (g)— u,    gumtoqne    solo    x  Tariabill ,.    erU  g  =  ^  , 
«feoqne  ^r=^,    cujns  integrale  dat 

^  =^  (1)  ==  ^*^  f  :  ^. 
Jam  iterum  sola  x  pro  variabili  hablta ,    iriit 
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cnjus- -<ufteg4*a4e  corapletura  est 

z  =  -JJ— ar^-f-'   f  :  y  4-  F   :  g'.  j 

Casu  airtem  «  m  -^  1,    seu  (g^*)  rr:  ^  (||) ,    erit 

(||)  =  i  ^  '  y,    ct  -z  :=z  ix  .  {  ■:  y  -J^-  f  1  9. 

E  X  em  pl  u  m      2. 

25<l.      Quaeratnr   hinarum   varlabilium   x  et  itj   ejnsmo^  /uno 

tip  z,  ut  sit  0  =  7  (i|)-|-^' 


Posito   (^)  rz  t;  ,     sumtoque  solo  x  variabili ,    «rit 

V    ZZZ    -4-     -       ?  , 

X  ^       xy  • 

quae  aequatio  pei'  o;^  divlsa  et  mtegrata  praebet 

t;  =  (3-)  =  —   ^  o;"  f  :  z/, 
Sit  iterum  sola  x  variabilis ,    ut  habcatur 


se« 


prodibitque   integrale   completum 


ax 


■^  ;r3iT^""^'f  •  2/  -?-  F  :^. 


^J'  n  -+-  € 


Exemplura      3> 

2  6  0.      Qitaeratur    binarwn   variabilium    x  et  y   ^usmodi  yUm* 
tio  z  ,    ut  sit  (^^)  zi:  — - —  ( T-)  -+*•  ~  ^ 

'  dx^  xx-^yy  ^dx"^  ay 

Posito   (^^)  zn  V  ^    erit  sumendo  y  constans 


dv 


2nxvdx       ,      xdx 

—  "i 


XX  -i-yy       *       a^ 


±72:  CAPur    m 

qyiae  aeqaatibt  per  (xx-^t/t/)^  divrsai  et  mtegrata^  dat 
ttin 

Hihc  aumto»  iteruTn>  «/'  constante-^   fit 

Castt  quo  72'=if  ,,    seui 

-^y^ l  txx^ -^yyy 4-  ptx  -^yyj)t :y,    et 
^^^^^^^l^xx-i~yy)  —  g~  (a:^H-  (>xy^—  6«*  Ang,  tang^ |^ 


Ikfnc: 


Problemai     43v 

26  f-     Sii  2:  diebeafc  esse  ejusmodii  functio*  binarunt  Tariabilium 
^  ct  y»   ut  sit 


esi6tenti6u&  F  et  Q;  functionibu&  quibuscunque   datiis;  omnium    trium 
¥ariabiliuni  x^  j£  et  Zy  indolemi  functionis^  21  iavestigare. 

/  S  o  t  U:  t  i  o^ 

Posil»  quantitate  jf  constante,    erit 

'^ftc^i  —  Bx^  ^^  W  —  a« 

idboque  habebitur  aequatio>  differentialist    secundi   gradus    ad   librum 
psaecedbntem  pertinena> 


CAPur   n.. 


.2! 


quae  duaa  tantum  variabilesi  x  et  s  iB¥olyere  est  censenda,,  quift 
y  in  ea  tanquam  eonstana  spectatur.  Teatetur  ergo  integratio  hu* 
jus  aequationis.  per  niethodo&  ibl  expositas ;.  quae  si  suceesserit^ 
loco  binarum  constantium,  quas.  dupFeJL  integratia  inTchit,  scribantur 
ipsius  y  functiones^  indefi^nitae  £:y  tt  F :  y ,  quae  adea  disconti- 
nuae  accipi  possunt,.  sicque  habebltur  aequatibnia  propositae  inte-^ 
grale  completum^ 

C  a  r  0 1  r  a  r  1  u  m     f  * 

262^  Reducilur  erga  solutia  hujus  problematrs^  ad:  methodumi 
jntegrandii  in  superiorl  libra  traditam,  ubl  functionem  unius  varia- 
bilis  ex  data  diflercntiftUum  secundi  gradu&  relatione  investigari 
oportebat. 

Carairarium     2^ 

265.  Quodsl  erga  resorudbnem  omnium  aequationum  diffe* 
rentialium  secundi  gradus^  quae  binaa  tantum  variabiles  inyolvunt,, 
hic  nobis  concedr.  postulemua^  solutia  nostil  problematia  pro  con^ 
fecta  est  censenda.. 

C  a  r  a  r  r  a  r  1  u  m     S^ 
264.     Me  non:  monente  rntelligitur,  eodero  moda  aequationemt 

tractarl  oportere,,   ejusque   solutionem    tanquam   confectam   spectart 
posse,  *  quaecunque  fiierint  P  et  ^  functionea  ipsarum  x^  y  et  z^ 

S  c  h  0  I  i  0  n>     f .. 

265..     Ex  solutibnis  ratione  intelligitur  ^  problema  multa  latiu^ 
patens;  simil£  moda  resohi  posse  t  si  enim  fosmula  (^aj  quomodo^ 


iI74  «CAPUT     n. 


cunquc   per   qnantitates    principafes  rc,  y  et  z   uc  praeterea   rorrau- 


iam  (^  detenninetur ,    ha   ut  etram  hujus    formulae  (g^)  potestateB 

aliaeTc    functiones    quaecunque    ingrediantur ,    sohitio    seniper    ad    B- 
»brum  superiorem  revocabitur :;    quia  ponendo  y  constans  fit 


O  =  s  "  &  =  -- 


dx 


9 


tdeoque  resultat  aequatio  ^ifferentialis  secundi  gradus*  Torraae  ^josh 
suetae  duas  tantum  variabiles  ao  et  z  involvens.  Hoc  tantum  te* 
ncatur ,  loco  constantixmi  per  utramque  mtegrationem  ingredientium 
^cribi   opoitere  ibrmas    f:t/  et  F  :  j/.      Satis  igitur  notabilem  partem 

propositi  nostri  expedivimus,  scilicet  cum  vel  (^^«)  utcunque  per  x, 
J7,  z  et  (^),  vel  (^)  utcunque  per  a:,  y,  z  et  (^)  determinatur, 
ibi  nempe  excluditur  formula  primi  gradus  (^ ,  hic  vero  formula 
(d*)*      Q^^^  si   accederet,    quaestio   hac  methodo  neutiquam  tractari 

^)  nz  (l^) 
intclligere  iicet,  cujus  resoiutio  max4me   ardua  est  putanda. 


Scholion2. 

2  6  6.  Cum  igltur  trium  forraularum  differentialium  secundi 
gradus  (f^l)  ,  (^^^) ,  (|p)  prlmam  ac  tertiam  hactenus  sim  con- 
tcmplatus,  quatenus  earum  per  reliquas  quantitates,  determinatio  re- 
solutioncm  admittit  mefhodo  quidem  hic  adhibita :  superest  ut  for- 
mulnm  quoque  secundam  (^^^')  consideremus ,  et  quibusna^  deter- 
minationibus  pcr  reliquas  quantitates  x,  %j,  s,  (^^),  (^)  solutio  ab- 
flolvi  (lucat  ,  investigemus ,  in  quo  negotio  a  casibus  simplicissimis 
cxorcliri   coavcnict. 


CAFur   ir.  ±7& 


Pr  ob  1  e  m  a      4-1. 


26  7.  Si  s  ejusmodi  debeat  esse  functio  bLnarura  varrabiliura 
X  tt  y \,  ut  fiat  (^s-)=:P,  existente  P  functione  quacunque  data 
ipsarum  o;  et  j/,  indalem  functioni&  z  genevaliter  determinarev 

S  a  1  u  1 1  o. 

Ponatur   {£)  zn  v  ^    eritque   (^^)  zz:  (|~) ,    ideoque  habebitur 

(s^  zn  P.      Jam    spectetur    quantitas  x   ut   constans ,    ita   ut   P    sp- 

lam  variabilem  y  contineat ,  eritque  dv  zn:  Pdy  >  unde  in  hjpothesi 
quantitatis  x   constantis  integrando   prodit 

ubi  /Vdy  erit  functio  data  ipsarum  x  et  j/.  Nunc  porro  specte^ 
tur  X  ut  variabins,  y  rero  ut  constans  ,.  ut  adipiscamur  hanc  ae- 
^quationem   difFerentialem 

dz  zz:  dxfPdy  +  3^f  :  x^ 

quae  integrata  dat 

z  —  fdxfVdy  +  f  :  a:   -H  P   :  Z/, 
ubi  cum  habeantur  duae  functiones  arbitrariae  ,    id   indicio   est ,  koc 
integrale  esse  completum. 

Co  r  0  llar  r.um      t. 

2  68.      Si  ordine  inverso  primum  y   tum  vero  x  constans  po* 
suissemus  ,  invenissemus 

(§P -i/Pa^r +  f : 2/,  et  zz=:fdyf^dx-\-i:y^Vvx, 

qui   valor  aeque  satis£isu:it  ac  praecedens. 

Corollarium     2.. 

269.      Patet  ergo  vel   fore 
fdxfPdy  =,  fdyfPdx  ^ 
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ve\  differenfiam  saltem  «xpnmi  per  aggvegatmn  «ex  iimcGone  Ipbos 
X  et  fmictione  ipsius  y.     Quod  «tiam  inde  ]>atet  «quod  pouto 

Jdx/Pdy  z^jTdyfPdx  =z  V^ 
fiat  utnnque  Pl=(^)- 

C!  or  o  11  arlnin     3. 

270.     Si  «It  Pnrt)  ^  scii  tdebeat  ««sc  (^^  =  0^  rqpcRbir 

pro  indole  functionis  ^  liaec  forma 

S  cli  olion. 

271«  Hic  casus  m  doctrina  isolidorom  freqoenter  occiirrit, 
si  enim  natura  superficiei  cxpnmatur  aequatione  inter  ttmas  coor» 
dinatas  Xy  y  ^t  u^  erit  soliditas  :i^Xdxfudy^  qoare  si  soliditas  ex« 
primatur  per  z  ^  ^rit  (^^)  i=ii  u ,  ordinatae  scilicet  at 
y  normali.     Tum  Tcro  ai  ponatur 

superficies  liujus  aolidi  crit 

=zydxfdy  /<1    ^  pp  ^  qq)^ 


Ixiias 


quae  super&cHCS  si  «exprimatur  littera  z^    crit 


Quando  crgo  in  nostro  problemate'  ejusmodi   functio  s  ipsaram  x 

ct  y  quaeritur^    nt  sit  (^)rz:P^    idem  lest  ac   si  qoacratmr  soli- 

ditas  respondens  superfidei,  cujus  iiatnra  aequatione  inter  tenus 
coordinatas  x,  y  et  P  ^xprimitnr.  Exemplis  igitor  aliqooc  hmic 
calculum  iUustremus. 


^■4b« 
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Exeitiplum      1. 

272.     Quaeratur  binarum  variabilium  x  et  y  ejusmodi  fun^ 
ctio  z,  ut  sit  Q^^^  —  ctx-\-^y. 

Cum  hic  sit  P  zz:  a  a: -f- |3  t/,  crit 
/P5yzzaa7y-4-||32/2/  et 

fd  xf?  dy~loLx  xy^i^xyy  z=ilxy(,(ix^^  j/), 
unde  functio  quaesita  z  ita  exprimitur,  ut  sit 

szi:|a:y(aa7  +  j3y)4-f*^-4-P:y. 


Exemplum     2. 

2  73.       Quaeratur     binarum     variabilium    x    et    y   ejusmodi 
functio  z,  ut  sit  (//g—)  —  Yiaa  —  yy). 

Hic  cst  P  zi:  }/  (a  a  —  ^  y),  ergo 
fVd  xznxy  iaa  —yy), 
ubi    quia   perinde    est,    a   variabilitate  ipsius   x  inciplo.       IKnc   igi* 
tur  fit 

fdyfPdxzzz  xfd  yy^Caa-^yy) 

=  I  ^  y  /  ( a  a  —  y  y )  H- I  a  a  j? /^^^j^^^:^ 
ex  quo  integrale  completum  erit 

2  —  |a?y|/(aa  —  yy^-^iaax  Ang.  sin.  1 4"  f :  a:  4-  F :  y, 

Exemplum     3. 

2  74.      Quaeratur  binarum  variabilium  x  et  y  ejusmodi  fun^ 
ctio  z,   ut  sit  (^  4-)  ziz -77 ' ^. 

Ob  P  =  ,77 ^ T,  erit 

y{iia — XX — yyy 

fPdyzzza  Ang.  sin.  ^^^/_^^j,   hinc 
/a  xfP  dyz=z  afdx  Ang.  sin.  ^.^^—^. 
Yol.  III.  -23' 
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Ponatur  brevitatis  gratta 

Ang.  sin.  y(^JL^^)  =  0 ,  erit 

m    hac    enim    integratione   y  pro    constante    habetur.        Quare    tb 
j/    ^ r  n:  sin.  (b,    erit 

-  =g|)oo..<p. 


(a  a  —  XX) 

At  Tcro  est    - 

co8.(J)  =  l^^i^-J^,  hincque 
.d$x  — yji j 

^d  X    "**  (la — xac^/^aa — xx — »V 

/x  3^(^^)  —  y  J(;aa  —  xx)V  (aT— x«— >>) ^ 

quo  integrali   invento,    erit 

z  — aa:Ang.sin.^r;^^-.ay/^^^^^ 
quae   forma   per  integrationem  evoluta  reducitur  ad  hanc 

z=zax  Ang.  sin.  yf^^/_—^  +  ay  Ang.  sin.  ^^^^1-) 

--aaAng.sin.^^^^_J/(^^_^^^4-f:^-^F:y. 

Formulae  cnim   /^^ rv^-— \  integrale  ita  facilHmc  cll- 

/(a  a  —  xx)y  (a  a  —  xx  — y  y)  & 

citur.       Ponatur  -ry ' ^  :=P,    erit  x  x —  '^^  ^""^T^^^ ^    «* 

y  {aa  —  xx  —  y  y)  ^  ^  i-+-ff 

ob  y  constans  pcr  logarithmos  differentiando 
3^ d p  ^^    t^P    -  3 p 

X      f      i+ff     tU^fpy 

tum   per  illam   formulam  multiplicanda 
dx  dp 

y  ^  a  a^xx-^yy)  —  i^-jpl>" 

Porro  est 

aa  — a?x=:"^  +  V/^, 
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unde  ^ormula  integralis  fit 


/aadx  r    aadp      aa  /*     dp 

iaa—xxyyiaa  —  xx—yy)       J  aa-i-ppyy       yyj  ^^od 


-  Ang.  tang.  —  rz:*-  Ang.  tang. 
y  a         y  ayiaa—^xx^yy) 

«  .        .  ^y 

-  Ang.  sin. 


y  y  iaa  —  x  x}  (aa-^y  y) 

P  r  0  b  1  e  m  a     45* 

2  75.      Si  z  ejusmodi  esse  debeat  functio    binarum    variabilium 
ar  et  y,    ut  sit 

O^P^s^  +  Q- 

cxistentibus  P  et  Q  functionibus  quibuscunquc  ipsarum  x  ct  y^  inYC- 
stigare  indolem  functionis  z.   ^ 

r 

S  0 lu  ti  o. 

Ponatur  (|^)  zzi  t; ,  ut  oriatur  ista  aequatio 
0z:rPt;-4-Q, 

quae    continet    quantitates   o? ,    y  ti  v  \     statuatur   ergo    x    constans, 

eritque 

avzrPt^^y-f-Qa^, 

quac  per  e    J^^y  multiplicata  praebet  / 

e—J^^yvznfe—J^^yQdy  -hf  :x, 
ideoquc 

vzziil^^zizeJ^^yfe—J^^yQdy^eJ^^yfix. 

Nunc  cum  haec  integralia  determinatc  contineant  :r  ct  ^,   spcctctur 
y  ut  constans,  et  sequens  integratio  praebet 
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V 


quae  inlegraUa  quoris  casu   eyoluta  fiunt  manifesta. 

Codroliarium      1. 

276.      Ad  hoc  ergo   problema  resolvendum,  per  integrationcm 
prirao  quaeralur  R,    \xt  sit  /  P  d  y  zz:  IR  ;    dcinde   quaeratur  S,    ut 

sit  f^—S.       Denique    8it/RS3a7— T;     ita    ut   in    iilis    «ola 

quantitas  y,    Iiic   vero  sola  x    pro    variabili    habeatur,        Quo  facto 
erit  nostrum   integrale   corapletum 

z  =:  T  -f-/R  dxfix  ^F  :y. 


Corollarium      2. 

277.  Hic  ergo  functio  arbitraria  f:x  in  formuta  integrali 
est  involuta,  quae  tamen  si  per  applicatam  curvae  cujuscunque 
respondenteni  abscissae  x  exhibeatur,  hoc  integrale  /Rd  x  f  :  x 
pro  quovis  valore  ipsius  y  seorsim  construi  poterit,  siquidem  in  hac 
iutegratione  quantitas  y  ut  constans  spectatur. 

S  c  h  o  1  i  o  n. 

278.  Eodem  plane  modo  resolvitur  permutandis  variabilibus 
X  ei  y  hoc  problema,  quo  functio  z  quaeritur,   ut  sit 

(^^)  —  p  d-)  -H  Q* 

^dx dy^  —      ^ay     «    ^* 
dummodo    P  et  Q   sint   functiones   ipsarum    x  et  y  tantum,    ipaam 
fuBctionem  z  non  implicantes.      Soliitio  enim  ita   se  habcbit 

z  z=/e/^  **  d  yfe-J^^^  Q  d  x-^-feS^  ^  *  3  t/  f  :  y  -h  F  :  o:. 

Quin  etiam  utrinque  problema  latius  extendi  potest,    ac  prius  reso- 

tttUonem  admiitet,    si  (brnuila  i^^^   aequetur    functioni    cuicunque 

trium  quantitatum  o: ,  y  et  i^  y  poaterius  vero  si  (g^^)  aequeitir 


N 
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functioni  cuicunque  harum  trium  quantitatum  Xj  y  tt  (g^),  utroque 

enim  casu  res  reducitur  ad  aequationem  difTerentialem  primi  gradua^ 
Neque   yero    haec   solvendi   methudus    succedit,    si   utraque    formula 

primi  gradus  (^)  et  (g-)  simul  ingrediatur,    Yel  si  functiones  P  ct  Q 

etiam  ipsam  quantitatem  z  complectantur. 


Exemplum     1« 
2  79.      Quaeratur   binarum  variabilium   x  et  y  X^^pctio  Zp 

Sit  (^|)  zni;,    erit 

^dv.  nv     ,     m 


et  apectata  x  ut  constante,    erit 

y  X  » 

undc  per  tf^  dividendo  prodit 

v__m  py  _  -m  ^^. 

y^       xj  ff'        (n  —  1)  o?  2/;^-»  "•"     '    ^ 
ita  ut  sit 

^  —  ^ax''  —  (n— i)x  ^y  *  •  ^- 
sumatur  jam  y  constans,    et  denuo  intcgranda  obtinetur 

z  =:  =^  y/a^^y^^fzar  +  F:^. 

Fxcmplum     2. 

28 0»      QuaeraJtur  binarum  x  et  y  funetio  Zf  ut  sU 

rl^±\  — 2L.—  {^\  -L.      ^ 


"dtdy^  "~  xa^H->3^  ^3,x'^    '    xx-+-»* 

Posito  (t-)  ::=:  V  et  sumto  x  constante,    erit 


a» 
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quae  aequatio  per  y^  Cx  x  -(-  y  t/)  divisa  dat 

^      —  r    ^y     —       ^y 

u  I      ■  ..^  ■  —  — ^  1  X  ^* 


Ergo 

sit  jam  y  constans,   reperieturque 


X 

ubi   quidem  integrale 

ob  functionem  indeterminatara  fix^  etsi  y  constans  ponitur,  in 
genere  exprirai  nequit,  ita  ut  explicate  per  y  et  functiones  ipsius  x 
exhiberi  possit. 

S  c  h  0  1  i  0  n. 

/i  /)  y 
281.      Fbrmula  ergo   secundi   gradus  Crj^—)    "o"    t^^  largara 

casuum  resolubilium   copiam  admittit,    quam   binae  reliquae  (3-^)    ct 

(drr)^  cum  in  his  solutio  succedat,  etiamsi  ipsa  quantitas  z  quo- 
que  in  earum  determinationcm  ingrediatur,  quod  hic  secus  evenit^ 
cum  methodus  non  pateat  hujugmodi  aequationem  (^^5^)— P(3^)"+*Q> 
quando  liiterae  P  et  Q  quantitatem  z  continent  resoivendi ;  neque 
etiam   solutio   locum   habet,      quando   praeter  formulara  prirai   gradus 

•v  -\ 

(v*)  siraul  quoque  altera  (j^)  adest.  Interim  tamen  dantur  casus, 
quibus  solutiones  particulares  exhiberi  possunt^  eaeque  adeo  infipi* 
tae,    quae   junctim   sumtae    splutioni    generali    aequivalere    videntur^ 
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ctiamsi  m  appTicatioire    ad  Qsum   practicum    parum  ^subsidit    pleram^ 
que  afferant,  formas  tamen  bujusmodi  solutionum  notasse  juyabit^ 

Pr  0  b  1  e  ma      46r 
28  3.      Si  z  ejusmodi   debeat  esse    functio  binarum  Tariabilium 

d  d  2 

X  et  y,  ut  fiat  (^^— ;)  zzi  a  z^,   indolem  hujus  functionis  z  particu- 
larlter  saltem  inYestigare. 

S  0  I  u  t  i  ar 

Cum  quantitas  z  unam  ubique  teneat  dimensionem  evidens  est, 
ai  statuatur  zzne^q^  quantitatem  exponentialem  ^^  ex  calculo  eva- 
nescere*  Ponamus  igitin:  z— e"*Y,  ita  ut  Y  functionem  ipsius  y 
tantum  contineat^    eritque 

unde  fit     .  « 


Y 


a^  y  et  Y~c*, 


sicque  jam  solutionem  particularem  habemuS' 

ay 


quae  autem  satis  late  patet,  cum  tam  A  quam  ct  pro  lubitu  assumr 
possit.  Plures  autem  valores  ipsius  x  seorsim  satisfaeientes,  etiam 
junctim  sumti  satisfaciunt ,  unde  hujusmodl  expressionem  multo  gene- 
raliorem  deducimus 

nbf  cum  A,  B,  C,  etc.  item  a^  p,  y^  etc.  omnes  valorcs  possi-^ 
biles   recipere  queant,    haec  forma    pro    maxime    universali    est    har- 
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benda,  neqae  i^  ad  amplitudinem  spectamus,  quicquam  cedere  Yidet 
tur  superioribus  solutionibus ,  quae  binas  funotiones  arbitrarias  inTol- 
vunt,  propterea  quod  hic  duplicis  generis  coefBcientes  arbitrarii 
occurrunt,  interim  tamen  haud  liquet,  quomodo  functiones  disconti- 
nuae  hac  relatione  repraesentari  queant. 

C  or  o  1 1  a  r  i  u  m      1. 

283.  Pro  solutione  ergo  particulari  inyemenda,  sumantur 
bini  numeri  m  et  n,  ut  eorum  productum  sit  mn^zza,  eritque 
zzzi  A  ^^"^^y.      Atque  etiam   ex   iisdem   numeris    permutatis    erit 

Qo  r  o  1 1  ariu  m     2. 

2S4.  Ex  tali  numerorum  m  et  n  pftri,  ut  sit  mnina, 
solutiones  quoque  per  slnus  et  cosinus  angulorum  exhiberi  possunt; 
erit  enim 

zzrzB  sin.  (mx  —  n  y) ,  vel  z  zn  B  cos.  (m  a;  — -  n  j/) , 

vel  etiam  permutando 

z~B  sin.  (n  x  — -  m  y),   vel  z  zz  B  cos.  (nx  —  m  y). 

Corollarium      3» 

26  5.  Cum  igitur  hujusmodi  fomulae  innumerabiles  exhiberi 
queant,  singulae  per  constantes  quascunque  multiplicatae  et  in  unam 
summam  coUectae  dabunt  solutionem   generalem   problematis. 

S  c  b  ol  i  o  n. 

28  6.  Neque  tamen  haec  solutio,  etsi  infinities  infinitas  deter- 
minationes  recipit,  ita  est  comparata,  ut  ejusmodi  solutionibus,  qftae 
binas  functiones  arbitrarias  involvunt,  aequivalens  aestimari  possit; 
propterea  quod  non  patet,    quomodo  singulas  litteras    assumi    opor- 
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teat,  ut  pro  dato  casu,    verbi   gratia  yzziO,    quantitas  z  vcl  Q^) 

seu   (^)  data  functioni  ipsius  x  aequalis  evadat,  cujuscunque  etiam 

indolis  fuerit  haec  functio.  Semper  autem  solutio  generalis  duplicis 
hujusmodi  deterjninationis  capax  esse  debet.  Quando  autem  talem 
soiutionem  impetrare  non  licet,  utique  ejusmodi  solutionibus,  uti  hic 
invenimus ,  contenti  esse  debemus.  Ac  tales  quidem  solutiones  si* 
miii  modo  obtinere  possumus,  si  proponatur  cjusmodi  aequatio : 

si  modo  litterae  P,  Q,  R  denotent  functiones  ipsius  x  tantum.  Po- 
sito  enim  zzzzd^-^X,  ut  X  sit  functio  solius  x,  ob 

erit 

"#  +^  -+-'^QX  -f.RX=  0, 
unde  reperitur 

9X    —  dx  (aQ  +  R), 

X     "~  a  -H  P  ' 

sicque  elicitur  pro  quovis  nnmero  a  idoneus  valor  ipsius  X.  Quare 
sumendis  infinitis  numeris  a ,  hoc  modo  expressio  infiuities  infinitas 
determinationes  reciplens  colligitur 

z  —  Ae^^y  X   -h  Be^y  X'  H-  06^^  Xf'  +  etc. 
Yeiumtamen   dantur  etiam  casus  ejusfnodi  aequationum ,    quae  soiu« 
tiones  vere  completas  admittunt,  quarum  rationem  in  sequente  pro^ 
blemate  indagemus. 

Problema     47. 
28  7.      Proposita  aequationc  resolvenda 

O  +  J"  (k)  +  Q  (|)  +  K^  +  s  =  0, 

investigare  cujusmodi  functiones  ipsarum  x  tx  y  esse  debeant 
quantitates  P ,  Q ,  R  et  S  ,  ut  haec  aequatio  solutionem  vere  com- 
pletam   admittat. 

Vol.   III.  24 


186  CAPUT     IL 

S  o  1  u  1 1  o. 

SU  V  functio  quaecnnque  ipsarum  or  et  y,  ac  ponatur  zz:e^v, 
ita  nt  jam  v  sit  quantitas  incognita,  cujus  valorem  investigari  opor- 
teat.      Cum  igitur  sit 

facta    substitutione    totaque    aequatione    per    e^    divisa    prodibit    se- 
quens   aequatio 

-^  s + (^)  -^  (fl)  (fx) + (&  c|;) + <l^)  <g)  - 

+  P    (g)+    Q(|)4-     (a^)^' 

+    P(|-I)- 
4-   Q  (||)t; 

-+-  R     t; 

EiRciendum  jam  est  ,    ut  haec   aequatio  rcsolutionem  completam  ad- 
mittat.      Cum  igitur   ante  viderimus  ,  talem   aequationem 

(&)  +  X(^-^)  -h«-^  S  rz  0 


generaliter  resolvi  posse  ,  qualescunque  etiam  functiones  ipsarum  x 
et  y  pro  S,  T  et  V  accipiantur  ,  ad  hanc  aequationem  illam  redi- 
gamus*     Necesse  igitur  est  statui 

P  -(-  (g)  =  T,    Q  +  <|^)  =  0     et 

R  +  Q(&  +  P  (£)  +  (gxl^  +  <Mb  =  0. 


unde  obtinemus 

^  —  (di)  <^5^)  ~  -^  <d*)         ^axiy- 

Cum  igitur  per  §.  275.  reperietur 

erit  aequationis  propositae 

O   +  P  (g)  +  Q<|>  -h  R^   -t-  S  =:  0, 
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si    modo    littevae    P ,   Q ,    R  assignatos    teneant   valores ,    integrale 
completum 

z  r:  —  c^fe-S^^y dxfei^^y^  s^y -f-  e^feS-^^y  dx  { :.x  ^  e^F  :ij , 
quandoquidem   hic   formae  £:x  et  T:tf  functiones   quascunque   ipsius 
X  ci  y  denotant. 

Corollariura      !, 

2  88.      Quaecunque  ergo    functiones   ipsaram   x  et  y  pro   littc* 

ris  T   et  V   accipiantur  ,   inde  oriuntur  valores   idonei  pro  litteris  P, 

Q,     R    assumendi,     ut    aequatio   resolutlonem    completam  admittat, 
functio   autem   S  arbitrio  nostro  relinquitur. 

CoroUarium      2, 

2  8  9.      Possunt  etiam    in   aequatione   proposita    functiones  P  et 
Q  indefinitae  relinqui ,   eritqne   tum 

V  zn  -/Qd.r  et  0  =:--/dx0  ,    atque 

\dxdyJ  —         ^yJ'' 

unde  tantum  quantitas  11  ita  determinari  debet ,    ut  sit 

R_PQ_(9Q)  — 0,    seu 

R=:PQ+©. 

Corollarium      3^ 

290.      Quia  hic  pro  fQdx  scribi  potest /Qc).r -f- Y,    deno- 
tante   Y   functionem   quamcunquc   ipsius  j/,    ob 

Y=:—fQdx—Y, 
completc   integrabilis   erit  haec    aequatio  : 

cujus   integrale   est 

z  —  e~J^^^  ~  ^  t'  ,     existentc 
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^c  mtegrale  coinpletum  aequationis 


Exetnplum      2. 
293.      Proposita  aequatione   differeniio  ^- differentiaR 

0  +  7<s>*v#  +  R-  +  s=«. 

definiri  indolem  functionis  R ,  wi  /za^c  aequatlo  resolu^ 
tionem  admittat ,  existente  S  Junctione  quacunqut  ipsa^ 
rum  X  et  y. 

•   Ctira  sit  P— -  et  Q  =  -^,    erit  V  = -- Wx  —  Y,  hincque 
R~  — ,   et  aequatio   integrabilis   erit 

Quoniam   igitur  fit 

djy^         jy         a^ 
sumanius  Y  zz:  -F-  a/y  ,    ut  fiat  T  ziz  0  ,    ac  poslto  : 

z  z::  e— *^'  — «^3^  V  —  :r— ^  j/""^  t; , 
quantitas   v  ex   hac   aequatione   definiri   debct 

unde  fit 


2; 
ideoque 

z 


— /x^  a  a:/y «  S  ay  +  f :  a;  +  F  t  y  , 

6  »*,a 


*^j 


S  c  h  o  1  i  on      1. 

2  9-4.      Hinc    igitur    patet    ope    istius    methodi    in    genere    inte* 
grari  posse  hanc  aeqaationem  : 


C  A  P  U  T     IL 


i9i 


(S>  -^  P  ('-^)  +  Q  ^?^>  +  tP^^  "^  ('^^>^  ^ 


S'=i:  0, 


quaecunque    functiones   ipsarum   x  ti  y  pro   P,   Q  et  S.  accipiantur. 
Ac  resoluiio   quidem   ita   se   habet ,     ut   posito 

haec   quantitas  v   determinetur   hac   aequatione  : 


ddv 


dQ 


<aS)  +  tp-/a-(r) 


dy 


a-pO-^-^^^^^^^^SrzO, 


ubi  jam  pro  Y  talis  functio  ipsius  y  accipi  potest,  ut  hujus  aequa- 
lionis  forma  simplicissima  evadat  ;  id  quod  potissimum  evenit^  si 
expressio 


ag, 


3Y 


ad  nihilum   redigi  queat.      In   genere  autem  reperitar 

t;  —  —  /e—JP^y  -hJQBx  -^  Y  ^a:/eJ^^y  Sdy 

+/e— /Paj'+/Qa*-+-Y  aa;  f :  a:  -h-  F  :  2/, 

qui  valor  ergo  per  e — SQ^*- — ^  multiplicatus  '  praebet  formam  func- 
lionis  z.  Hoc  modo  autem  functio  Y  ab  arbitrio  nostro  pen- 
dens   penitus   e   calculo  egreditur  ,    fitque 

3  —  —  e— /Qa«/e— /Pa>  +/Qd*  doc/e-f^^y  Sdy 
quod   est  integrale   completum   hujus   aequationis  : 


<^y>  +  P  <i)  +  Q  <|)  +  [PQ 


<l|)l  - 


0, 


S  c  h  0  1  i  o  n    2  . 

2  9  5.      Permutandis   autem  variabilibus  x  et  y  etiam  haec   ae- 
quatio  complete  inlegrari   potest : 


P  iPj  +  Q  (l^) 


dy 


.dP 


[PQ  +  (ai>]2-t-Si=:a, 


cujus  integrale  erit 
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_f-  e-/pa:y/g-/i?a*+ypa>  ^y^^y  ^ e-J^^^y F  : x, 

vbi  praecipue  hic  casus  in  utraque  forma  contentus  notari  meretur, 
si  fuerit  P  zi:  Y  et  Q  nz  X ,  existente  X  functione  ipsius  x  et  Y 
ipsius  y  tantum  ;  tum  enim  hujus  aequationis 

integrale  completum  erit 

z  rz:  —  g-jxdx^jYdy  j-gjxBx  -^xfeS^^y  Sdy 
-4-  «-/X3«-/Ydr  (f :  a;  +  F  :  y) , 
<quod  etiam  ita  exhiberi  potest : 

gjxdx+jydy  2  —  f :  3,  _^  F  :  j^  — y«/x3x  ^xfeJ^^y  Sdy , 
Tel  etiam  hoc  modo : 

^Jxdx+jYdy z=:r:x^^F:y ^feJ^^y dyfeJ^*  Sdx, 


CAPUT    III. 

SI    DUAE   VEL    OMNES    fORMULAE   SECUNDI    GRADUS  -PER 
RELIQUAS   QUANTITATES   DETERMINANTUR. 

Problema      4S. 
296. 
Si   2  ejasniodi  debeat  esse   funclio  ipsarum  x  «t  j/,   ut  fiat 

indolem   functionis  z  determinarc. 

S  o  l  u  t  i  o. 

Introducantur  binae  novae  variabiles  t  et  w,  ut  sit  tTicLx-^^y 
et  liziiyx  -{^Zy  ^  atque  ex  §.  231.  omnes  formulae  differcntiales 
sequentes   mutationes  subibunt  : 

(II)  =  oa  (^,^)  -t-  2  av  (^)  4-  7V  (It)  • 
(fP)  =  (5(3(^?)  +  2(3Ma)  +  S«(5l).         - 

unde  nostra   aequatio   transibit   in   hanc  : 

(P(3  -  «a  aa)  g^)  -h  2  (p5  -  ay  aa)  (^-i^) 

-h(55-vV««)(|^u')  =  0- 
Ponatur  ergo 

P^  ~  OLOLaa  et  55  n:  'yy  ar/ ,     seu 

a~l,     'yznl,    ^zzz  a    et    5zzz  —  a, 
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mt  biiiae   forniulae   extremae   evanescant ,    quod   fit  ponendo 

t   z^:   X   -^  ay    et    u  ziz   x  —   ay^ 
•ritque 

unde  per  §►  2  6  9.   Golligitur  integrale   cotnplctura. 

3  —  f  :  i  4-  F   :  u , 

ac   pro   t  ti  u  restitutis  Taloribus 

3  —   f  :   (a;  -f-   rty)   -I-  F  :   (a:    —    ay:)  ^ 
«l,uae   forma   manifesto   satisfacit ,   cum   sit 

(3-)   ir:  af  :  (a:   -h   at/)    —    aF''^  :  (a;   —  ay), 

(^^^)   =   r   :   (or    -{-  ay)    -{-  f^-'   :   (a:    ~   ay), 

^5' ;   r=:  aar   :   (:p   +   af/)     +-   aaF^^   :   {x    —    at/). 


C  o  r  o  1 1  a  r  i  u  m      1. 


2  9T.  Valor  igitur  ipsius  z  aequatur  aggregato  duarum  func- 
trotium  arbitrariarum,  alterius  ipsius  x  -h  ay^  alterius  ipsius  x  —  ay^ 
atque  ambae  hae  functiones  ita  ad  arbitrium  assumi  possunt ,  ut 
ctiam   funcUones  discontinuas   earum    loco   capere  liceat. 

C  0  r  o  1 1  a  r  i  u  m      2  ^ 

2  9  8.  Pro  lubitu  ergo  binae  curvae  quaecunque  ctiam  libcro 
mamis  tractu  descriptae  ad  hunc  usum  adhiberi  possunt.  Scilicet 
si  in  una  curra  abscissa  capiatur  ~  a:  -[-  ay ,  in  altera  rero  ab- 
scissa  zizx  —  ay ,  summa  applicatarura  semper  valorem  idoneum 
pro   fuactione  z  suppeditabit^. 
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S  c  h  0  1  i  o  n      1. 

2  9  9-  Hoc  fere  primum  est  problema  ,  quod  In  lioc  noYO 
calculi  genere  solvendum  occurrk  ;  peiduxerat  autem  solutio  gene- 
ralis  problcmatis  de  cordis  vibrantibus  ad  hai:c  ipsam  aeqRationem, 
quam  hic  tractavimus.  Celeb.  \Alcniberlus ,  qui  hoc  problcma  pri* 
mus    felici    successu    est    aggressus  ,     mcthodo    singulari    aequationem 

integravit  j     scilicet     cum    csse    oporteat     (^  ^)  :zz  a^  {.  ^)  ,     posito 
Dz  —  pjdx  -+-  q^dy  ,    indeque 

^P  ~  r^x  -f-  sdy  et  dq  in  sdx  -f  •  tby  , 

iHa   aequatio   postulat   ut  sit    t  zzi  aar.      Consideratis   porro   istis   ae* 
quationibus  : 


dp  z^  f^dx  -f'  sdy 
dq  zz:  s^dx  -(-  aardy 


clicitur   combinando 
adp-h-dy  —  af  (dx-^  ady^-^sCady-hdx}, 
seu   adp  -{- dq  —  (ar  -+-  s)  (dx  -|-  ady) , 

unde  patet  ar  ^  s  functioni  ipsius  x -^  ay  aequari  debere,  ex  quo 
etiam  ap  -4-  q  tali  fanctioni  aequalur.  Atque  quia  a  aeque  negati- 
ve   ac   positive   accipi   potest ,   habentur   duae   hujusmodi   aequationes : 

ap  ^  q  zn  2ar  :  (x  -t-  ay)   et  q  —  ap  zzz  2aF' :  (x  —  ay), 
nnde  coHigitur 

7  ~  af  :  (^  -f-  ay)  -f-  aT^ :  (x  —  ayy,    et 
p—fiix--^-^  ay)  —  F^ :  (o;  —  ay)  , 

hincque   aequatio   dz  ziz  pdx  ■+-  qdy  sponte   integratur  ,     fitque 

z  zzz{:  (x  ^  ay)  —  F  :  (x  —  ay). 

Hoc  modo  sagacissimus  Vir  integrale  cjmpletum  est  adeptus  ,  sed 
non  animadvertit,  loco  functionum  harum  introduotarum,  non  solum 
omnis  generis  functioncs  continuas,  sed  etiara  omni  continuitatis  lege 
destitutas  ,   accipi   licere. 


•* 
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S  c  h  0  I  i  o  n      2. 

3  0  0.      Cum    pluriraum    intersit ,     in     hoc    novo    calculi    genere 
quam   plurimas   methodos    persequi  .     ab   aliis   solutio    nostrae   aequa- 

tionis  ita  est  tentata ,  ut  ponerent  (^p  —  k  (~) ,  unde  fit  primo 
(^  =  k  dlD ,  tum  tero  (|-p)  =  k  (||)  ,  ex  quo  colligitur 
(5-^)  —  kk(v-^).      Evidens    ergo    est    pro  nostro   casu   capi   debcre 


dz\ _  /c^z- 


kkizzaa,  seu  k=z±a.      Sit  ergo  kziza,  et  ob  (|5)  — a(^*),  fiet 

dz  =  dx  (I)  -f-  dy  (|)  =L  (I)   Ox  -^ady)  , 

hincque  manifestum  cst  fore  z  izzf :  (x- ^  ay\  et  ob  a  ambiguum, 
quoniam  bini  valores  seorsim  satisfacientes  etiam  juncti  satisfacient, 
concluditur  ipsa  solutio  inventa.  Hoc  etiam  modo  negotiura  con* 
fici    potest  :     StJituatur 

'9.-)  =  ""  fe)  —  (Srtj)  ■    ="'1"= 

(|p  =  (f.)    c.  aa  C)  =  (^- 
Inventis   nunc   formulis   primi   gradus   (^— )  et   (^)  ,     ob 

dv   =  dx  (l^)   .4-   di/  (g), 
habebiraus   has   aequatlones  : 

dz  =z  dx  (|)  +  ^y  0    et 

dv  =z  dx  (g)   -f-  aady  (||), 
ex  quarum   combinatione   colligitnus 

■dz\       .  /dz> 


dv   -H  adz  —  (dx  +   aT^y)   [(^^-)    -4-  a  (^  J]  , 
hincque 

t/  -f-  az  zn  f :  (o:  -f-  ay)    ct    v  —  azzizY  \  {x  —  ay) , 

sicque   pro   z  eadem   forma   exsurgit.      Mcthodus    vero  ,    quam   in   so- 
kuionc  sum  secutus ,     ad    naturam    rei    magis    videtur    accomraodata , 


I 
2 
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cum  etiam    in   aliis    problematibus    magis    complicatis   insignem  utili* 
tatem   afferat. 


S  c  h  o  I  i  on      3. 

301.      Nostra   autem   solutio  hoc   habet  incommodi ,    quod  pro 

hac   aequatione   (^  ^)  -f-  aa  UJ^)  ~  0  ,     ad    expressionem    imagina- 

riam   deducit ,     scilicet 

z  zzf :  (:r  -f-  ayy/ —  1)  -f-F  :  (x  —  ayy^  —  i). 

Quoties  autem  functiones  f  et  F  sunt  continuae,-  cujuscunque  demum 
fuerint  indolis,  semper  earum  valores  ad  hanc  formam  P±Q]/ — »1 
reduci  possunt,  unde  sequens  forma,  ex  ilia  facile  dcducenda,  sem- 
per  vaiorem  realem   exhibebit : 

f :  (:c  -f-  ay]/  —  l^H-Jf-C^  —  ciyy/  —  1 ) 
_'_  F  :  (o:  -H  ayj/  —  1 )  —  ^y"—  F  :  (o;  — ay )/—  1)' 

pro   cujus  ad   realitatcm  reductione   notasse  juvabit  ,  posito 

X  zz:  s  cos.CP   et   at/ zn  ^  sin.Cj),    fore 
(x  :±  ayy  —  l)'^  zz:  ^"  (cos.  ^iCj)  ±}/  —  1  ."sin.  nCj)). 

Quare  quoties  functiones  propositae  per  operationes  analyticas  sunt 
conflatae,  hoc  est,  continuae,  earum  valorcs  realiter  per  cosinus  et 
sihus  ipsius  CP  exhiberi  possunt.  .  Quando  autem  functiones  illae 
sunt  discontinae,  talis  reductio  neutiquam  locum  habet,  ctiamsi  cer- 
tum  videatur ,  etiam  tunc  formam  allatam  valorem  realem  esse 
adepturara.  Quis  autem  in  curva  quacunque ,  libero  manus  ductu 
descripta  ,  applicatas  abscissis  x  -+-  ay\/  —  1  et  x  — -  ayy^  —  1 
respondcntes  animo  saltem  imaginari  ,  ac  summam  earum  realem 
assignare  valuerit ,  aut  differentiam  ,  quae  per  |/— 1  divisa  etiam 
erit  realis  ?  Ilic  ergo  haud  exiguus  defectus  calculi  cernitur,  quem 
nullo  adhuc  modo  supplere  licet ;  atque  ob  hunc  ipsum  defectum 
hujusmodi   solutiones  universales   plurimum  de   sua  vi  perdunt» 


0. 
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P  r  o  b  1  e  m  a      49- 

302.      Proposita   aequatione   (^)  z=:  PP  (^^,),    inquircre,    qua- 

les   functiones   ipsarum   x  ei  y  pio  P   assumere   liceat,   ut  intcgratio 
(ope  reductionis  succedat. 

S  o  1  u  ti  o. 

Reductionem  Tiaiie  ita  fieri  assumo  ,  ut  loco  ar  ct  y  i)inac 
tiliae  variabiles  t  et  u  introducantur ,  qua  substitutione  secunduoi 
§.231.   in   genere   facta   prodit   haec   aequatio  : 

-  PPO-PP(g)-  PP  ^  -2PP(|i)(g)  -  PP  (||)'  S 
Jam  relatio  inter  binas  varlabiles  i,  ii  et  praecedentes  x^  y  ejus* 
modi  statuatur ,  ut  binae  formulae  (s^)  et  U  2)  ^^  calculo  egre- 
^iiantur,  id   quod   fiet  ponendo 

<|5)  +  p4'>  =  »  ='  (|^)  -  P  (S)  =  »- 

Tum  autem   erit 
At  <)um  sit  indidem 

^93  fx  —  pp  .ddt  p  ,dP.  .df.  aP.  .dK 

«iminque   modo   sumendo   P   negative 

His   substitutis  nostra   aequatio   hanc  induet  formam  : 

IP  tS)  -  cg)!  (I;)  <^)  +  V  (H)  +  (^^)1  (|:)  (H) 

-  ••  fi'  <!;>  <li)  (|i-:>  = « . 

4juae    cum   unlcam   formulam   secundi   gradus  (g^)  contineat,    intc- 
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grationem    admittit  ^    si  vel  (^p  vel  (g^)    e  calculo  excesserlt.     For 
namus  ergo   insuper 

qua    aequationc    indoles    quaesitae    functionis   P  definitur;    quo  facto 
aequatio  integranda  ,   per   2P  (^-)  divisa  ,    erit 

cujus  integralc  ,  posito  (^-)  z^  v ,  fit 


2/» 


y 


a '  © 


df> 


p© 


ycrum  pvius  ipsam  functionem  P  per  a?  et  ^  definirl  oportet.    Cum 
igitur  sit  (|)  =:  P  (|^  ,    erit 

aP  -  -dx  (|^)  4-  ny  (g)  , 

dP 

bincque  ponendo   brevitatis  ergo  (^)ziip,    fit 

3a?  zz:  --    —   P^J/,    atque 

o:  —   —    Py  4'/aP  (y  4-   |)^ 
Statuatur  ergo  t/  -+-  -^  —  f  :  P ,  ac  reperitur 

:r  +  Py  =  f  :  P    et   p  =  (|^)   =  p-p^' 

dP  P 

ac  (gr )  m  jTTp  jzt;  ?    wnde  ratio  determinationis   quantitatis  P  per  x 
et  y  definitur.      Pro  novis   autem  variabilibus  f  et  u,    ob 

dt  =z   (l^)  Qa:   —   Vdyy 
et  ob  a?  —  —  Pt/  -h  f :  P,    fit 

dt  —  (|[)   OPf  :   P    -    2Pay  —  yaP) 

=  p^  (E)  (tI  f'  =  p  -  2ay/F  -  ^> . 

cujus  postremae  formulae  cum  integrale  sit 
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/^f  :  P  —   2y/P,    erit 

t  =  F  :  (/^f  :   P    -    2y/P). 

Deinde  ob  (fp  ==  P  (|D  ,    habetur 

du  —  (I?)  Ox  +  Pay)  =  d^)  OPf :  P  ^  y9P)  , 
ideoque 

au   =  (I)  (f  :  P  —  y)  dP; 

quare  u  aequabitur  functioni  ipsins  P.  Tn  hoc  autera  negotig 
functiones  quascunque  accipere  licet,  qma  sequente  demum  integra-» 
tioae  universalitas   solutionis   obtinetur.      Quare   ponamus 

t  —  /^  f  :  P    —    2y/P    et    u   —   P,    existcntc 
a:  +  Py  =  f  :   P- 
Denrque   ad  ipsum  integrale  inveniendum  ,    quia   est 


2'0=/ 


•d/. 


in  qua  integratione  u  seu  P  sumitur  constans,   pur  superiora  erit 

dt 
-57-  =  aPf :  P  —  2Pdy  —  yaP  =z  —  ^Pdy , 

dP  T 

ob  P  c^nstans ,    et  (^)  zzi  ^  ^ ,    unde  fit 

2/(||)=/j^^-2/(f:P-y)  +  2/F:P,  seu 
(^^)=:(f:P  — y)F:P, 

> 

hincque   porro 

z   —  pP   (f  :   P    —   Tj)  F   :  P , 
sumendo  hinc   i  constans.      Cum   igitur  sit 

ideoque 
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unde  conficitur 

-t-a4ff:P-y/P)/ypF:P+0:(4-|f:P  — 2y/P), 
quae  expressio  duas  continet  functiones  arbitrarias  F  et  Cp. 

Corollarium      1. 

3  0  3.  Primum  hujus  formae  membrurn  ita  transformari 
potest : 

/-^J(/P.f:.P-|yJJf:P)F:P,  at 

l/P.f  :P  — l/^lr^Pzii/aP/P.f'':^, 
unde  primurn  membrum  erit 

Corollarium      2. 

30  4.  Cum  autem  hoc  primum  membrum  sit  functio  in- 
definita  ipsius  P,  si  ea  indicetur  per  11  :P,   erit 

unde   forma  integralis  flt 

z  zn  n  :  P '  +  ^ :  ( /  tI  f"  :  P  —  2  2/ y  P  ) 

+  (41  f^ :  P  ^  2  2/  /P)/ -3^^^. 

C  or  0  11  a  r  ium      3. 

3  0  6.  Solutio  [magls  particularis  nascitur  sumendo  11 :  PrziO^ 
hincque  z  aequabitur  functioni  cuicunque  quantitatisy -^-p  T:  P—  2  j/|/P, 
quae  ob  a:  +  Pf/  — f:P  per  x  ci  y  exhiberi  censenda  est, 

Vol.  III.  26 
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S  c  b  o  I  i  o  n. 

3  06.  Quanquam  bic  eadetn  metbodo  sura  usus  atque  in 
problemate  praecedente,  tamen,  quod  mirura  videatur,  casus  praece- 
dentis   probletnatis  ,  quo   erat  Pzira,  in   bac  solutione    non   contine- 

d  P  9  P 

tur.     Ratio  bujus  paradoxi  in   resolutione  aequationis  (g--)  zz:  P  (^— )  est 

sita ,  cui  manifesto  satisfacit  valor  Pzzra,  etiamsi  in  forma  inde 
derivata  a; -f- P  t/ m  f :  P  non  contineatur.  Hic  scilicet  siraile  quid- 
dara  usu  venit,  quod  jam  supra  observavimus,  saepe  aequationi  diP- 
ferentiali  valorera  quendara  satisfacere  posse,  qui  in  integrali  non 
contineatur.  Veluti  aequationi  ^  J/  ]/  (a  —  x)zil^x  satisfacere  vide- 
xnus  valorera  x  :zz  a^  qiiem  tamen  integrale  y  ~  C  —  2  |/  (a  —  a:) 
cxcludit.  Quare  etiam  nostro  casu  valor  P  zz  a  peculiarem  evolu- 
tionem,  postiilat,  in  priore  problemate  peractara.  De  reliquis,  ubi 
pro  f:P  certa  quaedara  functio  ip^sius  P  assumitur,  exempla  quae- 
4ara  evolvaraus^ 


Exeraplum      f. 


30  7.     Sumto  f:P 
ptetum  hujus  aequaiionis: 


0  ,    ut  sit  Pz: 


^      X 


yy  ^  dx^^^ 


investigare* 


Cum  sit  f  :  P  zz:  o ,    solutio   inventa , 


praebet 


2  =  TV7-pF:P+aC~2//P)/||F:P 

Slatuatur  /^  F  :  P  =  11 :  P,  prodibitque 

z  —  —  <//P.n:P-h(P:«/ /P. 
Restituatur  pro  P  valor  —  *,  et  ob  y  t/  P  —  i/ 
y  — ^  1   In  functiones  involvendo  erit 


-,  integrdle  com- 


ob/^f:P=:C, 


$:(C  — 2y]/P). 


X  y^  imaginarmm 
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4]uae  forma  facile  in  hanc  transfundilur: 

y 
ubi  X  T :  -  denotat  functionem   quamcunque    homogeneam    unius    di- 

mensionis  ipsarum   x  et  y.      Rcsolutio   autem   instituetur   loco   x  eiy 
has  novas  variabiles  /  et  u  introducendo,  ut  sit  tzziC  —  2  |/ — xy 

ct  uzn  —  *'  vel  etiam  simplicius  tzz2  ^xy  et  m~^?  unde   fit 

^\  y^    (^\ !j?:      (^^^\  11?^      /^— "i  —'^^ 

Vdx/  —  >/x>  \^y  — -Vy^    V<9xv  — axVx*     \dy^f  —  i^y^ y^ 

(du\  i^        /^^\  — ^        /bdu  \  ^ddiix  __  ax 

dx/  —  ^'    Va^;/  "^  y^  >    Vdx^/  —  ^^  \dy^  )  —  y** 

«t  ob   PP^=^ —  aequatio  proposita  hanc  induit  formara:. 

/3z\      I     2X  /dz\  /^xT/y  /  BBz  \  

^  \a7/  ^  y^  \dli^       j^Vy  ^dTahi/  —  ^^ 

Nunc  cum  sit 

i  <  w  ~  i  X  X  ,  tl  X  ZHL  ^t  Y  u^ 

atque  yzn-^y^^  habebimus 

Fiat  (j^izii;,  ut  sit  t;  —  i  (~) ,  et  sumto  m  constante,  f  """^  ^^S^ 
.t;  ~  (^)  zz:  tf  :u.      Sit  jam  f  constans,  fietque 

z=it£:u^F:i  —  2  y/xy.f:^  -f- F  :  /a^t/, 
joX  ante. 

C  0  r  ollari  u  m* 

30  8.     Quemadmoduni  autera  expressio  inventa 
zzz:  X  T :  — [-  ©  :  x  y 
satisfaciat,  differentialibus  rite  sumtis  perspicietur 
(|D  =  r:|^^r:|+2/0^:.y,  (||)  -  :z^  ^  :  |  +  :r  O^:  *  2<, 


2  04  C  A  P  U  T    III, 

tinde  porro  fit 


E  X  e  m  p  1  u  111     2^ 

pp 
SOff.     Suinto  f:P~ — ^  ut  si5 

aa  ■ 

PP  zz  2dPy  -f-  2ax  et  ?z:ay^y  (ctayy  -*-  2ax% 
hujus  aequationis: 

(g5  -  \2aayy  --  2ax  +  2ay/(aayy  ^  ?a^)]  (g^), 

integrale  completum  investigare, 

Cum  slt  fiPzm— ^  erit 

aa 

f  :?=:?,  et/fpf:P=:/iaP/P=:3^^Py?, 
tmde  forma  generalis  supra  inventa  abit  in 

zz/aP.gF:PH-f-^-y/P)/JjFrP+(D:(^P/P-2/>/P), 

Statuatar  /  Jp  .  F  :  P  :=;  11 :  P,  erit 

ap.F:Pinap>/p.n^p, 

fttque 
Est  autem 

ra  —  y=7y-^lV(yy~hT)i 

quarum  formularum  evolutio  deducit  ad  expressiones  nimis  perplexaa, 
At  substitutiones  ad  scopum  perducentes  sunt 

«  =  ~  P  )/  P  —  2  y  /  P  et  M  —  P. 
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Corollarium. 
510.     Si  pro  solutione  magis  restricta  ponator 


n — k 
nrPzzP        ,  erit 


n i 


n^  P  =  (n  —  i)  P 
hincque  colligitur 

— —  P""*"*  —  P^t/  O-  (D  •  (^  —  «i/P\ 

Sit  w  —  1 ,  et  functio  <D  evanescat,  eritquc 
s  =  ^PP-Psrz=a;; 

st  casus  71  =:  2  dat 

-  =  ^  P'  —  P"  y  ~  f  aarj^  -f- 1  P  (2a7  4-at/y),  setf 
z  =  aaip'  -4-  3aa:y  -j-  (oyy  +  2a?)  }/  (oayy  -f-  2aa;)^ 

S  c  h  0  f  i  0  n* 

3  11.     Forma  integralis  inventa  sequenti  modo  simplicior  cfiSci 

potest:   Ponntur 

/JjF:Pzi:n:P,  fiet 

F:P~/P'.  n':P, 
eritque  (omittenda  postremura  membimra^ 

a>(//pf:P— 2t//P), 

quod  nulla  reductione  indiget) 

2=/aP(/P.f;P^  J/Jjf  :P)  n':P 

^-|n:P/^^f  :P  — y}/P.n:P;  at 

|n:P./^Jf:P:z/(|aPn^P./|5f  :P-|-i^n:P.f:P% 
«nde  fit 

* zz:/n' : P  .  aP/P  f  :  P-hl/n  :  P. II  f  :P— «//P.  n  :P. 
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CAPUT     III, 


# 


)  ' 


d? 


Porro  est 

/dP.n^:P.>/P.f:Pz:n:PYP.f:P-/n:PC^pf':P-t-aP/P.f'':P> 

idcoque 

ziz:n:P./P.f:P— /aP.n:P.>/P.F:P-2//P.n:P. 

Statuatur  porro 

/aPnrP./P.FiP^iezP.,  «rk 


n:P 


&':? 


0':P 


€t 


2  — ^(f:P-.2/)-0:P-+-<D(/ypf:P-2y/P), 
«[uac  forraa  .sine  dubio  jnulto  est  siraplicior  quam  primo  inventa* 

Problema     SO, 
3  1 2.     Proposita  aequatlone 

invenire   valores   quantitatum  P,   Q,  R,   quibus  integratio  ope  redae- 
tionis  ^nte  adhibitae  succedit. 

S  0  1  u  1 1  o^ 
Introductis  binis  novis  Tariabilibus   t  et   u,  habebimus 

o  =  (!')  (s)+(|")  (|-:)-*-(|)'  (^')+"-(%)  iry)  (^M^)'  (iJ) 
-  PP  (t)  -  i'P  (KD  -  PP  (si)'  ~  2  Pi'  ^D  (s)  — pp  (li)' 


+  Q  (^-' )  +  Q  (|H) 


dj'^ 


+  R  (S  +  Q  Q- 

Statuamus  ergo  ut  ante 


ydt 


dt 


'3tt< 


(B  =  P  (ii)  "  (i) 


unde  fit 


^O- 


\dxdyl 


■-  p  e) + ©  (*). « 

PP  (li'.)  +  P  (^r)  (^  -»-  ©  (I). 
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atque 

O = pp  O + p  (ID  O  -  (fy)  O. 

et   aequatio   resolvenda  erit 

«  =  CP (D  +  (5)  +  PQ  -t-  R]  (E.  (^  -  4  PP  (|)  (|)  {mi) 

-  [!■  (I)  -  (|)  -  PQ  +  K  ]  (s)  (f-:)- 

Jain  evidens  est  integrationem  institui  posse ,  si  alterutra  for- 
niula   (g-)   vel    (^)  ex  calculo  abeat.      Ponamus  ergo  esse 

R  =  PQ  -H  (|)  -  P  (||), 

ct  acquatio  resultans,  per  (^^)   divisa,  fit 

0  -  2  [PQ4-(|;)]  (^^;»)  -  4PP(|?)  (||^). 

Fiat   (|^)  =  V,  erit 

[PQ+(|)]t;~2PP(|)(|^)i=0. 
Sumatur    /   constans,  ut  fiat 

ut  necesse  est,  ut  quantitaies  P,  Q,  (^)  et  (^-)  per  novas  variabi- 
Jes  t  et  u  expriraantur,  quas  ergo  primum  definiri  eonvenit.  Cum 
igitur  sit 

<*)  =  P(|)"#  =  -P<j1).«rit 

3  <  :=  Cj^)  &x  ■+■  P3y)  et  du  —  l^  (3x  —  Pa^).     . 

Sunt    ergo    (^^)    et    (^)    factores    integrabiles    reddentes     formulas 

^a^  +  P^y  et  dx  —  l^dyi  non  enim  opus  est  ut  hinc  valores  t  et  u 
generalissime  definiantur.  Sint  p  et  q  tales  multiplicatores  ,  per 
a:  ct  y  dati,    eritque 


20«  CAPUT    in. 

t  =r.  fp  Ox  -f.  Pay)  et  M  =:  /9  Qx   —   PDy), 
undc  superior  integratio  fit 

^  2PP7       ' 

in  qua  integratione  quantitas  t  zzi  fp  (dx  -{-  P^y)  con«tans  est 
spectanda.      Seu  ob    du  ==:  r/  (^o;  —  P^//)  erit 

^  2PP~  ' 

Verum  ob  3t  —  0   est  dx  nz  —  P^z/,  ita  ut  prodeat 

ubi  ob  t  constans,  et  datum  per  cc  et  t/,  valor  ipsius  x  per  y  et  f 
expressus  substitui  potest ,  ut  sola  y  variabilis  insit ,  et  invento 
integrali 

-  /  I  [PQ  +  (|)]  ==  /v, 

erit  V  =:  Y  {  :  t  —  (|^). 

Nunc  ponatur  u  constans  eritque 
z  -~  /idt  (:t  +  F  :  M. 
Conditio  autem ,    sub    qua    haec    integratio    locum  habet  ,     postulat 
ut  sit 

R  -  PQ  +  (|)  -  P  (|?). 


Corollariura      1. 

313»      Eodem  modo   aequatio    proposita    resolutionem   admittet, 
si   fuerit 

R    -    _    PQ    _    (g)    _    p^  (g), 

nianetque   ut  ante 

t  —  /p  (dx   -4-  Pdy)  ct  I.'  —  /(/  (dx   —   Vdy). 


CAPUT     III.  ^Of 

'Tum  Ycro  fit 

0  =:  -  [PQ  ^-  (|^)]  (^f )  -  2PP  d^)  ^), 


/ 


9z 

quac  posito  (^)iiit;,  sumtoque  u  constante  dat 

au  _  -  [PQ  -*-  (g)]  a<  _  -  [PQ  -^  (3y)3  (aa;  t-  pgy) 

«    ~"  2PP(^-^)  "~  2i^ 

C  o  r  oll  ar  ium     3. 

914.      Si  porro  hablta  ratione,  quod 
u  z=z  /g  (dx  —  Vdy) 
jit  constan$  et  dx  ~  Pdy,  ponatur 

^y  [PQ  H-  (1^)] 
_lJLn__^zr  /V,  «erit 
P 

t;  rz  V  f  :  u  =:  (f^), 

iinde  tandem,  sumendo  jam 

t  —  fp  (dx  4-  ?dt/X 
<^oHigitur 

z  fYdu  f  :  u  H-  r  :  t. 

E  X  e  mpl  um      1. 

315.      Si  sumatur  P  zzi  a   et  R  ZZL  aQ^  quaecunque  fuerit  Q 
functio  ipsarum  x  et  t/,  integrare  aequationem: 

O  --  -« <a4«>  -^  Q  (|) + «Q  (£)  =  0, 

Cum  hic  sit  P  ~  a,   erit  ;>—  1,   ^znl    et<zz:a?-}-iiy 
atque  uzizx  —  ay,  undc  posito  (^)  zz  r  fit 

•u  ~*    2aa    "~     2a  * 

Quoniam  igitur  cst 

VoU  m.  27 
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^ 


X  =  *-±?  ct  y 


aa 


Kis  yalbribus  subsirtutis*  fit  Q  functie  ipsarum'  t  et  u^,  aa  ^ectata  f 
tit  oonstante*  erit 


Q=:€^  f:f^ 

et  8umt&'  jam.  u.  oonstante    . 

-  fcidu 

2.  zzzj/c'''^  ^     a^  f  :V  -Ir  F  :  m. 


C  o  r  oll^arium:     f. 
aPl-d;      Si  Q  sit  constans  nz  2aft-  aequatibnis  Kujus 

O — «« (^^  -+-206  (?^>-j-  2006  (|> = 0, 

ihtegralb  erit 

z.— e^*-«^)  [f : :(a?-i-fly,)  -+-  E  :  (x— ay)]]. 


C  oTo  11  a-riu  m     2. 
fflT.-     9i  Qzn-,  hujus  aequationis' 

ihtegnile*  ob 

« nr/^-f-M) a< f :  ^H-E  :.MC=/?a/  f  r^-i-u/a/f : <:+.F :w; 
Yel  sit  f:r=:n^:i,  erit 

fbti:t=.TV:t  tV 


,=(/+«)n':i_I  Q)[cg>+(g>lc£> 


1  (s)' 

.81 ».     «(  P  =:  ?  ri  R  =  ^'  _  t^J(^) 

Q  =  5,,   ui  Jii  R  =  _-  . 

/dds\  xje  /3da\     i_  ' 

\»^'  n  ^'  ~^  « 

Cum  ergo  slt 

.«;;=>    Qic  +  '-f)  ,et    «_. 

3uniat(ir  ^i^y  et  y;:z--,  ut  fiat  <=xy  et  «— ^ 

Posito  nunc  cf ^)  =  u  sumtoqup  m  jconatante,  ex  CoroUdri 

«ID         „(i.^i)3i       —  (y-z)a'.      ■ 
—  =       y     yr  ^ — • 

y,  -y 

Est  Tcre  /mizixx,  hincque  x—yiu  et  y^y~t  fttqne 

2xxy  zzz  2tytu; 
wide  fit 

3^  __  (.ytu^/^)it  _  3^ 9f_, 

et  ob  u  constans 

/.;  =:  }ft  —  Ut, 

Quare  sumto  jnm  f  constante  erit 


Ji? 


CAPirT.    iir,- 


Vel;  ponatur 


I 

dtt 


Sy  ut  sit  s 


—    eriique' 


sx 


( 


hi  hac   integrationeyf^  dsfis  sola  s  est  variabilis  ,  ac  demura^  in- 
tfegrali  sumto  restitui   debet  t  zzzxy  et  ^  —  ^^;        Caeterum    patet. 


fiinctionem*  quamcunque'  ipsius  xy  particularitei:  satisfaccre.' 


Fr  0  bl  e  m  a-     51. 
$19.      Proposita'  aequatione  generali 

''''^        2  P  (I^J  -h  (PP  -  QQ)  (g)  -4U  K  (|p 


ds^ 


SO 


^Tz-Hr— ov 

1|iY«ni're'  conditiones  quantitatum)  F,  Q;,  Kr  ^r  T^  ut  integratio'  opc? 
Kcbictionis^  adhibitae:  succedat..       :  ^ 

l?o  Tut  fov 

Facta*  eadem*  substitutionc  introducendig;  bihiS'  ttoyW  variabilibugJ 
t  et  u\y  aequatio  nostra  sequentem^  induet  formara* 

-2r@        -2P(S)        -^''(i;)^!)'      -2P(|)(55)     -^''^^(l) 


(PP-QQ)C)KPP-aQ)(23-^(PP-aQ)AD^-2P(S("ap 


H^- 


<>        *R(S),  H-2CPF-Qa)(^L)0. 


dt 


s(£) 


R(S) 


Deferminentur  jatn  hae  diaae'  novae-  vai-iabiles;  t  et  ir  it»  per  rc  et  ^, 
ut  formulae   (^)   et  (^  ,)   evanescantr  debebitque  esse- 


(-) 


(F-t-Q)  (?-J  et  (^-^) 


(P' 


Q)  (?^). 


unde*  patet  Has  variabiles  sequenti  modo  determinari 

t  —  fp  [^o:  ^:-  (P  ^-  Q)  dy-]  et  w  —fq  \dx  ^  (P  —  Q)  dy]^ 
sumendo  p  et  </   ita  ut  hae*  formulae*  integrationemi  admittaiit.^ 
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Cum  nunc  slt 

(P  =  (P  +  Q)«  <!*)  ^(P  +  Q)  [(^|j  +  (|)J  (g> 

.       +  [(|)  4- ('a^)]  (^^), 

O  =<P-Q)  (S)  +  [(g)  -  <g^]  <^'), 

(g)  =  (P  -  Qf  (i?)  -f-(P-  Q)  [(f£)  -  (gi]  (^) 

K^)  -  <l^)]  (^)- 

Hihc  reperitur  formulae-  2  (|^)  coericiens^  ==:  —  2QQ.(|^)  (|j),, 
termini  (g:)  coefTficiens  ZZT 

E—  (P  -  Q)  (^-^;  -h  (^^  +  R  (P4-  Q)  +  s]  (f-), 

termini    vero   (g|)  coefficiens  iz: 

[—  (P  -f-  Q)  (!^  +  (^E^  4-  R  (P>  —  Q)  4-  S]  (|).. 
Est  vero  (^^)~p  et  (^)  rz:  ^,  unde  sl  brevitatia  gratia  vocetur 

S  -p  R  (P4-  Q)  -f.  (^^)  -  (P  -  Q)  (^^:^  z=  M  er. 

S -^R(F-- Q)-f-(^^^(P-|-Q)  (^-^2)— N^ 
aequalio  nostra  resolvenda  erit 

0  -  V  4- Ts;  4- Mp  (|>  +  N^  (5  — -*aQ/'9' (^«X 
seu^  ut  cum  formis  supra   §§    29  4  et  2  9  5.   exhibitis  comparari'  qqcat 

/33»  Y M    /35y_  _^  /3gY  T  V      ^ 

quac  si   porro  brevitatis  gratia  ponatUr 

duplici  casu   integrationem   admittit:  altero   si  fuerit 

"^      —  -H  KL  -  db,  seu  T~AQQpq  (^)       ^^ 


4ttS.M  — ^'^"        W  """ ^^^^vw-^g^,' 


CATUT    IV. 

« 

ALIA  METHODUS  f ECULIARIS  HUJUSMDX)!  AEQUATfi>NES 

JNTEGRANDL      • 

>    ■ 

^  PxoblemA     h2^ 

» 

322. 
3i  aequatio  jproposita  ihanc  Jiabuerit  ^formam 

ejus  integrale  completum  jnvestigare* 

:S  0  1  ut  1  0. 

Cum  liic    blnae    yariabiles  x  ct  y   aequaliter   insin^,  ponatur 
primo 

zznk  (x-^yj^£:x -f-B  (a7-f^)^+ '  f ' :  x -hC  (a:-+-y) ^+«r^ ^  o: 
-4-  D  (a?-^2/)^+5  f*^^  :  o:  etc. 
ubi  pro  faciliori  substitutione  notetur,  posito  v  ~  (x-^yy^  F  z  x  forc 

(g)  rr  jUL  ix^y)^-'  F  :  a:  ^-  (x+y)^  F^:  :r, 

(|pz=:^(a7+2/)H-vF:a:, 

(i^)  —  H  (|^— *  )  C^-^J/)^"^  F  :  0?  H-  |X  (a?-h j/)>^-^  F'' :  o:. 
Facta  crgo  substitutione  obtinebimus  hanc  aequationem 
ozzinA  Cx-^yi^  f :  a7-f:7iB  (a7-4-f/)^+^  f ' :  x^-^nC  (07-^2/)^+*  f'' :  a:-f-ctc- 
-+-2mXA  H-/nA  H-mB 

H-X(X— 1)A         H-2m(XH-l)B  H-2m(X-f-2)C 

H-XA  H-(X-f-OB 

h-(Xh-1)XB  h-(Xh-2)(Xh-1)C, 


C  A  P  U  T     IV. 


iti 


ubi  totum  negotium  ad  coeilBcientium  A,  B,  C,  D,  etc*  determinft- 
tionem  revocatur;  facile  autem  ^erat  praevidere,  forma  superiori  ns^ 
sumta  potestates  ipsius  (or  +  ^)  in  singulis  membria  paret  cMe 
prodituras  :    Fieri  igitur  neoesse  est 

n  4-  2mX  -+-  XX  —  X  ZZ  0  , 

(n  ^-  2/mX  H-  2/n  -f-  XX -t-  X)  B  -|^  <m  ^-  X)  A  r=  0  , 
(/i-4-2mX  4-4m  -hXX-f-  3X  +2)C  4-  (m  ^X-4-  OBrzO. 
<n  -f-  2mX  H-  6m  -f-  XX  ^  5X  4-  6)  D  4-  (m  -{-  X  -4-  2)  C  :=  0, 


(m-+-X)  A 
— . -  1 

F  — 

(m-4-X-f-/{lE 

a(m-f.X) 

5  (am  -h  2X  -K4)  ' 

a  (am-H  aX^-  0 

G  = 

fm-f-X-H6)r 
"          6(am-h^A-f-5)  ' 

(m-hX-i-OC            1 

H  - 

(m-f-X-4-6)G 

3  (am  -f-  -X  'f-  2) 

JX     •« 

^           7  (^m-HaX-+-6)  ' 

(m -4- X -f- .-5)  D 

etc. 

4  (  m  -+-  flX  -H  3J  ' 

ete. 

cjuae    determinationes    ope    priraae    /i-f-2mX-+-XX  —  XznO     ita 
commodius  exprimuntur  : 

Biz:  - 
C=:  - 
Dn:  - 

unde  lex  progressionis  eit  manifesta.  At  pro  exponente  X  dupli» 
cem  eruimus  valorem 

\  "ZZ.  ^  —  m-f-]/c|  —  m  —  n   4-  mni)  , 

quorum  utrumque'  aeque  pro  X  accipere  licet.  Hic  autem  praeci- 
pue  notandi  sunt  casus ,  quibus  series  assumta  abrumpitur ,  quod 
fit ,  quoties  m  H-  X  -{-  i  zzz  0  ,  denotante  i  nuraerum  quemcunque 
integrum  positivum  cyphra  non  exclusa-  Hoc  ergo  evenit  quo- 
ties  fuerit 

id  quod    fieri    nequit    nisi    i  —  m  —  /i  -f-  m/?i    fuerit    quadratum. 
Inventa    autem    hujusmodi    serie    sive    finlta    sive    in   infinitijm   cxcur- 
rcnte  ,    alia  similis  pro   functionibus  ipsius  f/  reperitur  ;    unde  valor 
Vol.   III.  28 
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CAPUT    ly. 


iprius  z  ita  reperietur  expressus 

s  —  A  (a:  -♦-  y)^  (f :  07  -H  F  ry)  ^  B  (ar^  y)^+»  (f  :a?  -h  F^  :y) 

4.  C^or^j/^^+^^rro^^r^^iy^-hD^aPH-y^^+^^r^iar-^-F^^^ry) 
E(a;-}-y)^-^4(£Xv.^4.Fiv.y)^P(^.^y)X4.5^fV.^^FV.y)^ 

etc» 


nbi  cum  binae  functiones  arbltrariae  adsint ,    id  certum  est  signum, 
kane  fbrmam  esse  integrale  completum  aequationis  propwttae.. 


Coronarium      i. 

323.  Sl  fuerit  Xnz — m^  hoc  est  n  —  mm'-^  mznzO^  seu 
n  ~  mm  —  m  ,  integrale  ex  unico  membra  constabit  ob  B  zzn  0, 
critque  integrale 

z  —  A(x  -^  y)—'^  (f  :  o:  +  F  :  y). 


C  or  ollar iu  m     2» 

324»     Integrale  autem  duo  membra  continebit^    at 
Xrz  —  m— 1   vel  nzz:  mm  ~  m  —  2  zz:  (m  •+-  l>(m  —  2)  ; 
tum  erit  B  zir  —  J  A  et  integrale  erit 

z  =1  (a? H-  y)- '^""'  (f :  o?  -♦-  F  : y)  —  £ (ar -+-  y)-«^  (f  :ar ^ F^:  y> 


Corollajium     3 


325.      Integrale  tribus  terminis  constabit,.  si  Xzz:— w  — 2, 
veE  n  zz:(m  -f-.  2)  (m  —  3)  ;    tum  erit 

B=.  — iA,    ct  C  — —  ^Bzz; -f-^  A, 

integrale  vero 

^-    z.—  (,x^  yT"^-^  (f : 07 H- F  : y)  —  |(o:  -i- y)-^^^ (f :  o: -f-  F^: y) 

&(^  Hr  y)-^  (F:a:  ^  F^'':  f/).. 
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Corollarium     4. 

326.      £x  quatuor  autem  membris  integrale  constabit ,   si  fue- 
rit  X  ~  —  m  —  3,  seu  n  zz:  (m  4-  3)  (m  —  4);   tum    autem  erit 


JB  — 4-iA,   D 


f.c 


feA, 


m 


Bzn-^A,   C  — - 

ct   integrale 

zznCx^  j^)-m~3  (f .  ^  ^  F  :  y)  _ |(a;  -+.  yT"^-^  (f' :  rc^  F^:  y) 


S  c  h  o  l  i  o  n. 


m 


?i 


32  7.      Quod    si    in    genere    ponaraus    X 
(jn^i)im  —  i  —  1 )  ,    tum  vcro 

unde   fit  omnes  ad  primum  reducendo 

B  =1  —  I A,  c  —  rr^^i~) ^'  -^  —  a.a.2.3(./-o    ' 


crit 


B 


-  »/^        T^  _   {i  —  ^)  C        p (i  - 3'  P 

^7=^)'  -^ —     3(2i:r^^  -^ —     4(Qi-3)' 


-f-f/-0(i-3) 


•*^  • 2.a.a.3.4(al  — i)(al-3) 

qui  ita  se  habent 


A,    F  _  -^r-r — /    c  /    •       \f  1 — x\  ">     CtC. 


l 

l 

. 
l 

l 


1 
2 
3 

4 
5 


i  7:=  6 


ita  hujus  aequationis 


A 

B 

C 

I 

s 

0 

2 

t 
T2 

-J 

h 

-i 

k 

-i 

4 

-1 

44 

D 

0 

0 
I 

l5S 


7.  v4 

_3_ 
9  •  24 

4  _ 
1 1 .  24 


E 

F 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

3 

96-7 

5 

0 

3  .a 

7 
•9 

3 . 1 

96.  9. 
4  .3 

960 .9.7 

3  .  a 

96  .  11 

960  •  II  .  9I 

m 


(& 


m 


*  +  >  ^dJC"^    \    *  4-  >  ^d> 


(5t)  -+- 


(m4-  f)  (m~  i —  i^ 


0, 


«• 
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integrale  cotnpretum  erit 

i  /-')(/-g)(/-3)(/->4) ^N^m^/+5  r fV -^ -4- FV . ^x 

+  etc. 

qnae  fbrma  quotres  i  fuerrt  numerus  integer  posrtivns ,  fihito  con* 
stat  cermlnorum  numero  :  secus  autem  in  infinitum  excurrit.  hn« 
primis  autent  ista  integi*atio  hoc  babet  siagulare ,  quod  non  solum 
ipsas  functiones  arbitrarias  { :  x  et  F  :y  complectatur ,  sed  etiam 
eaium  formulas  diiferentiales. 


Ex  e  mplu:». 
328»     Si  occurrat  ista  aequatio 

dejinire  casus^  quibus  ejus  integrale  per  formam  finitam 
exhiberi  potest. 

Cum  hic  sit  /i  —  (m  +  i)  (m  —  £  —  1)  zn  0  ,  sumendo  pro 
i  numeros  integros  positivos^  duo  ordines  hBbebuntur  casuum,  qui* 
bus  integratio  succedit,  alter  quo  est  mzz — i,  alter  quo  mz:£-K  l^ 
ita  ut  in  genere  integratio  ffnita  locum  habeat ,  quoties  m  fuerit 
numerus  integer  sive  positivus  sive  negativus«.  Frimo  ergo  si  sit 
m  —  —  i ,    crit 
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3  =  1  (f :  a: -+- F  :.y)  —  f.  (a: -f  f/)  (f  ;a?  4- r -.y) 

•-  i '  .A^io^)  (^  -^  y)'  (f^  :  ^  •+•  F^  >  y>        - 

-H^>4fe^r::;;-g3^(^H^y>^(l^:a.HuF^v,^). 

—  etc. 
Dcinde  si   sit   m  zz: »  -f-  1  ,    erit 
(X  -i-  y)»^+  «^  3  =  t   (f :  X  H-  F  :  y)'  —  ^.  (ar_H  y)  (f  :  a:  -t-  F^':  2<> 

-^  r- j[;-/E:^  (^ -^  y)^f''' :  * -H  F^' :  S^) 

-  ^  •  .T^^-4)  (--H  S^)^ (^^' :  ^ -»-^'''  :y) 
-^  i  .  4&}{fe^lV>(*-y)'  (f^^..^F-:^) 

—  etc. 

vtnnque.  seiticet  eadenv  habetur  exprcssio ,  cui  casu^  priori  ipsai 
qttantitas  s,  posteriop  qutintitas  (o; -f-j/)-^'^  '  s  aequatuiv  Ad  sin- 
gi>k)8  bos  casus  distinctius  evolyendus  ponamus 

Cr::z(f:a?-HF:y)-»(x+y)(f  :a7-»-F^:y)-*-  ^  (ar-fy^^rrar-f-F^-^^yX 
I>zz:  (f :  a:  H-  F  ry)  —  I  (a;  -*-  f/)  (f :  a?  -+-  F^  :^)  4-  ~:  Cx  n-  y>'  (f^ :  a?-^  F^-"  :^> 

Tel  posito  breTitatis  gratia- 

8(;=f:x-):-F:j/, 
S3=:(ar-h»)    (f^a^-hF^^st), 
€  =:  (ar  -f-  y)'  (r  :  a:  -H  F'''* :«/),. 
£)  =:  (a; -f- i^)' (f  ^^ :  a; -h  F^''' :  y)^ 
£  =  (a;  +  St)*  (f"' :  a; -t^pr»^ :  t^>. 


m 
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sit 


A  = 

=  «, 

B- 

=  91-5©. 

C  = 

=  51-2©-+- 4*5  ^' 

Dz 

-«-1»-^«%    ^-     6.h®' 

E  = 

—  ?)(.-*  3\  1       ^     ff            4        (?>  1    ^-    !         ff 

_4"'g  -iD  1     3^   ^L—   3^  g    AJ  1     i.^  5.5  Vr, 

Tz 

—  <♦      lo  N^  .    j^^  w       jo.9.8   '^  •     10.9.6.7  ^      10.9.8.7.6  0» 

G  = 

—  '^        12  «^^        ifl.ii^        la. 11,10^        ift.t&.io.9             ift.n.io.^.ft  ^ 

-4-                  '                  © 

la  *  u  *  10  .  J5  ,  8  .  7         ' 

etc. 

Quibus  valoribus  inventis ,    erit  pro  duplici  ordine , 


81 


si 


m  r: 

=  0,       z: 

=  A, 

m : 

—  1,  (x-l-y)    z- 

=  A, 

m  — 

=  — 1,  z: 

-B, 

m : 

_  2 ,  (a:  4-  y)^  »  = 

=  B, 

m  =. 

=  —  2,  z: 

=  c. 

m : 

=  3,  (a?-f-y)*  z  = 

=  c. 

m  ~ 

1— -  3,  s; 

=:D, 

m : 

_4,  (a?-f-y)'   z  = 

=  D, 

m  =. 

z  — ^,  z: 

=  E, 

m : 

—  6,   (a?  -f-y)^  z  = 

=  E, 

m  L. 

=  —  5,  z  : 

=  F, 

m  ; 

=  6,   (a;-H.y)**2  = 

=  F, 

m=: 

=  —6,  z: 

_G, 

m : 

=  7,  (a:-f-y)"3  = 

=  G, 

etc. 

, 

etc. 

S< 

s  h  ol 

ion. 

329.  Si  pro  i  sumatur  numerus  negativus,  expressio  in  infi- 
nitum  excurrit.  Sit  enim  £  —  —  A ,  et  ex  formula  prima  erit 
m  izz  k ,    ideoque 

Pro  eodem  autem  casu  mzzik  altcra  forma  ob  izzik  —  1    dat 
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V^  -+-y;  Z A  —  2fc-2'^  ^*-  (2fc-2)(2*-3)  ^ 

_l         (fe-i)(t--2)[fc-^3)     ff^      .        . 
Jf  •  (2fc-2)(2fr-3)"C2*-4)  '^  ^  ^^^* 

quae  autem  fonnae  non  absolute  aequales  sunt  tensendae^  sed  in 
altera  rpnctiones  f :  .r  et  F :  y  alias  formar  habebunt,  tit  rfthiloininua 
ambae  aeque  satisfaciant.  Casu  quidem  kzizlj  atnbae  convtmttil? 
perfectc :  ponamas  autem  ^  ~  0  ,  ut  prior  det 

iszz:9(  — f:a:-f-F:y^ 

at   posterior  praebet 

-i^=:2C-iS8+|€-^©4-j|5«-et<r. 

Quarum  consensus  ut  appareat,    sit  in  hac  posteriori 

iixzn  ax^  et  F  : y  —  bt/^^    erit 
azz:ax^-kV.    ^zziCoj -f.t/)(3aarar  +  26f/), 

Czi2(:r  +  j//(6arH-26>,    JD  =  (a;4^  j/)^  6a^ 

at  reliquae  partes  evanescunt.      Obtinebimus  ergo  ex  posteriori 
Z' ZZL ix -^' y^  {ax^ -^  by^) — |(a?H-y)*  (3eM?a?  h- 26i^) 
H-  |(^-Hy)^  (3aar H-  6)  —  J  (x  -h  y)*  a  ^ 

quae  eroluta  praebet 

{ax^  —  ay^  +  Ibx^  ^  ibyi^  r^:  ^, 

quae  forma  utique  in  priorr  z  ziz  f  ;  o:  -f-  F  :  y  eontin^urv  Cow* 
a^nsus  ergo  binaram  illarum  formarum  generalium  tm  magis  est 
notatu  dignus.^ 

Froblema     63^ 
330,      Invenire  casus ,    quibus  haec  aequatio  generalis  \ 

(^.)  -  QQ (fi) -h R (|!) -f  S(g)-t^T^=iO      . 


ad  formam   praecedentem   reduci ,    ideoque   iisden>  casibus  integrari 
potest. 


5  iO  i  11 1 1  o.  * 

Qoyas  variabiles  t  et  u^  nt  sit  qaemadmo* 
"TTtf.  adblbiu^  ubi  Pzz:  0   ct  V=:  0,  declai-at 

^  abbreviandum 


M  =  S-4-QR4-0-4-Q0> 


N=:S~QR  — (||)  +  Q(|^), 
MV^Hit  haee  aequatio 

^dfdtt^  *"  4QQ?   ^dr         4QQP  ^du^         4QQN      —      ' 

quam  ergo   ad   hanc   forraam  rcvocari  oportct 

m      /^^^\      .1  ^        /^\      i_       ^        r3«\      J_    . !L—    ^  ft 

cujus  casus  integrabilitatis  ante  designavimus ;  scilicct  quoties  fuerit 
n  nz:  (m --|- i)  (m  —  i —  1),  denotante  i  numerum  integrum  quem- 
cunquc  positivum  cjphra  non  exclusa.  Ad  faoc  crgo  necease  est 
ut  fiat 

M  —  —  4^QQ^     xr  —  —  4^QQ»,  ^.  rp ~4wQQ<>^  . 

Qttia  autem  hic  integrabilitatis  formularum  ^  ct  u  ratio  haberi  de- 
bet ,  sumaraus   Q  —  ^y^  ,  sitque 

eritque 

t  —  aTT  :  X  -f-  a(^  :y    et    u^zzbi:  :x  —  b(^  :  y. 
Hinc  si 

M+Nrz:2S+2Q(|g)  —  -4m(a^-3)  qq^    ^^ 

M  ~  N  zzi  2QR4- 2  (^|)  =  ^^!il2^^ 
ideoque 


CAPUT     IV,  256 


g    _-_    —ttm(a+b)QSL^-'*    Q    (^^),    et 

ob   Q  23  ^f^;  unde  cst 

(C  =  ^   et  (^^  =  •=^^'S''''  et 

.     ^d^'^  Tr:*  ^dx'^  irix.nr\x 

i  H-  7i  zz:  (0-4-6)  TT :  a:  +  (a — 6)  Cp  :  y. 
Ideoque    habebimus 

f-4-tt  CP  :  y 

S      _.    ,    ^aTn(a-f&)7r^:x       .      71^':« 


Quo  aequatio  fiat  simplicior,  duo  casus  praecipue  sunt  considerandi, 
alter  ubi  6  m  a  ,  alter  ubi  6  r:  —  u.  Priori  est  t-^uzzz^aii  ix 
aequatio  nostra  erit 

\^y^)  WixJ     Vdx^y  Cp':jy  Vay  ^  WTx)     V^  ""     'jr;x  /  W 

'7r:x.1T:x 

Altero  vero  casu  6  —  —  a  fit  t+w— 2a(|):y  et 

va>V  ~  Wzx)    \dx*)  ^  \  (^iy     ^  <^'iy)  \dy)  "^  W:x)    '  'tt':*  \dx) 

n(^'iy.(^':y      

"^     cp::y.Cp::y  ^  * 

quae  ambae  aequationes  integratlonem  admittunt  casibus 
n  nz  (/n-j-i)   (jn — i — 1). 

Corollarium      1. 

331.  Aequationes  postremo  inventae  a  se  invicem  non  diffe- 
runt,  nisi  quod  binae  variabiles  :r  et  y  invicem  permutantur  ^  unde. 
sufTicit  alterutram  solam  considerasse.  Prior  autem  transformatur 
ponendo 

iiz:7r:a:-f-(J):t/  et  wiz:7r:a:  —  C|):j/, 

Vol.  III.  29 
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posterior  yero  ponendo 

i  —  7[  :x'+'(P:y  et  u  z=,<P  ly^Tt  :x. 

Corollarinm      2. 

332,  Hae  aequationes  ettam  sequenti  forma  magis  perspicua 
repraesentari  possunt,  prior  quidem 

(J^y_  _      2m     N    /d«v n_  «,  _  ^ 

et  posterior 

1       vafex    ^   i_ /33«\  /     2m  ^':y  \  /^^v 

C(p';>J*  Vdjy^'!            K:x)^  Ux^/   "*"   '$:j4>':^  WV)'^  ^«l>^ 

f^'\x     •d«v  n  

C  a  $us      1. 

33  3.  Ponamus  i^ixzia^  etCj^^^rynft,  erit  7r:a:i:aa:  et 
CP  :t/  znLbi/  tum  vero  tt'''^  :  x  ~  0  et  Cp^^ :  y  z:  0  ;  undc  forma  prior 
prodibit 

_L  (^—\  —  -L  /^^^\  _  fj^  /^*N  _     ^    «—  o 

^6  ^dt>'/  oa  Vdx*/  aax  ^dx/  aaxx      "^     ^ 

quae  redueitur   ad  formam  supra  resolutam  ponendo 

t  :zz  ax  --\-  by  et   u  zzl  ax  —   by* 
Posterior  vero   forma  est 

J^    /ddx\  1    /Sdz\  2m   /dz\     t^     ^     ty  —  o 


d^'^/  aa  Vdx*/         Wj'  \d^/         6J^ 

quae  reducitur  ad   formam  supra  resolutam  ponendo 

f  m  oo:  -f-  6y   et   u  zz:  6y  —  ax^ 
utraque  autem  est  integrabilis  casu 

n  :iz  im  -+-  i)  (m  —  i  —  1), 
Reductione  enim  ad  variabiles  <  et  u  facta  oritur   baec  aequatio 

\dtdu)  '^  H^  \dt/  ^  fTi  W  "^  {Th^^  «=0* 
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C  o  ro  11  ar  i  um      1. 
334«     Si  sumatur  n  zn  O^  hae  ambae  aequationes 

hb  \dy'')  \a7v  T- W  —  ^^    ^^ 

sunt  integvabiles,  quoties  m  fuerit  numerus  Integer,  ideoque  2m  nu- 
merus  par. 

Corollarium      2, 

3  3  5,  £n  ergo  aequationes  ob  simplicitatem  notatu  dignas, 
ex  tribus  tantum  terminis  constantes ,  quae  infinitis  casibus  integra- 
tionem  admittunt.  Integrale  autem  quovis  casu  facile  cxhibetur  ex 
^.   32  8,  si  modo  ibi  loco  x  et  j/  scribatm*  t  et  u. 

C  asu  8      2. 

336.      Sit   Tf^ixzziax^  et  Cl)'':^— 6,  erit 

^:a:  — — Yax>^+'   et  <^:y—by, 

tum  vero 

TT^car— juLa.x^~'   et  (^^iyziO. 
Unde   forma  prior  provenit 

1  /d^s^  1     fddoc\      ]UL-2m|UL— 2m/9s\ _yi(|UL -h  1  f  ^_^ 

U\di^J     aaxA^x^)  aax^^^'     \dxj     oox^-»-^ ""    ' 

quae  reducitur  ad   formam   supra   resolutam  ponendo 

tzz—^  ax^^^ -\^by  et  uzi-^ax^'^^  —  by. 

Posterior  vero   forma   flt 

** W' /      ciax^\dxy     bby\dyj     aax^^+K^^xJ^^yy^^    ' 
cujus  reduclio   absolvitur   ponendo 
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41» 


1    /ddz\ i_  aw-./a3s\ y      /dz\ 


n  am— I 

a?        zznO. 


(2m — ifaa 


Statuatur  az^bj  et  capiatur  quoque  y  rz:  —-^t  %  prodeat 


— tm 


^am— I  :3  —  0. 


C  0  r  o  11  a  r  i  um     2. 
341.      Sumatur    porro    in    priori    forma    v  rz  jui,     at    fiat 
/JL—  2mjUL  —  2m  zn  —  jUL,  .scu  m  — -^,  ut  prodcat 

1_  fdBz\ 1_  /ddz\  JUL       /^zN 


bby' 

|UL      /3A      w(|Ji-+-i)^ 


•  \dxj 


Z=0, 


quae  integrabilis  existit,  quoties  fuerit  " 

n  =  —  (i-4--t-)  (»H--r-). 

S  c  h  o  I  i  o  n. 

3  42.  Largissima  «rgo  hinc  nobis  suppcditatur  copla  acqua- 
lionum  satis  concinnanim  ,  quas  ope  methodi  hic  traditae  integrare 
ticct»      Atque  hic  imprimis  duo  casus  conspiciuntur,  quorum   alter 

4m 
\dy^J  aa^  ^dx*' 
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pYO  motu  cordarum  inaequall  crassitie  praeditarum  determmaiidQ  eat 
inrentus,  alter  autem   hac  aequatione 

aa  /ddz\  jddz\  2m  ydz\  ^^ 

bb  \3y^)   '^  \dx^)  x    \dx)  ~"  ^ 

contentus  ideo  est  memorabilis,  quod  in  analysi  pro  soni  propaga» 
tione  instituta  ad  talem  formam  pervenitun  Hae  igitur  binae  ae* 
quationes  prae  caeteris  merentur  »  ut  pro  casibus  integrabilitatis  ln« 
tegralia  eibibeamus. 

Problema     54» 
343.      Proposita  aequatione  diflerentiali 

aa  /ddz\  ^^  /ddz\          2m   /3»\  _  ^ 
hb  \dy)  \di*)  ^  Vdi/ ^* 

casibus  quibus  m  est  numerus  integer  siye  positivus  sire  negatirus, 
ejus  integrale  completum  exhibere. 

S  o  I  u  t  i  o. 

h  h 

Facta  substitutione  <zi:|a: -h— y  et  uzi:|a?— -  f/y     aequatio 


2a^  *  20^ 

nostra  hanc  induit  formam 

ddz  \     ,        ifi     /d^\     I        m     /dz' 


/oo^  \     I        wt     /az\  ^.        m     /d«\  ..^  ^ 
\dtdJ  "^  t-+-tt  V  dtf    »*  f-t-a  vai/  —  o* 
Cum  igitur  sit  f  -+-  w  zz  ar,  si  ponamus 

aa  •  aa     ' 


^  aa  '  aa     -^' 

€  =  a:*   (fiV:ffE±^  ^^  piy .  ax—by 

^  9a  *  *        9A      /* 


aa  '  aa 

t5>  ^^  FY.££=rJ 

aa        ~   ^     •      da 


§  =  o:*  (f^:^^  +  FV:-=5Z>,  ctc. 
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casus  integrabiles  ita  se  habebunt,  prlmo  negauri 
ai  m  zr:  0 ;     zzii% 

8im=-2;  zr::S(-|S3-h;j^e, 

8im=-5;  .=:3(-i,S8^,-I^€-j3^,S^^V7«-.;;;:5:J:^,^.  etc. 

Tum  vero  pvo  valorlbus  positivis  ipsius  m 

si  7n  —  1 ;  5rz— 9(, 

sl  /n  —  2 ;  a:3z=:2(-|33, 

8im  =  3;  a;5z~3(— J58  4- J^e, 

si  m  :=  4 ;  ^' ^=^-^^-^1^-^^. 

si  m  ::=  5  ;  ^'"-^■=■'^-^^^1^-^^^^^^. 

sim==6;  a;"z=:S(-4^-4~^C I^^Sh_V^- — V^^,  ctc. 

'  ^°  lo.g^       1098  10.98.7  10.987.6^' 

Cui  ergo  expressloni  casu  mzzz  —  i  aequatur  valor  z,  eidem   aequa- 
tur  casu  m  ~  i  -^  1    valor  ipsius  x^^^^^z. 

S  c  h  0  1  i  0  n. 

3  4-4,       Valores    ipsarum    i  et  u    ita    hic    assumsi ,    ut    fieret 
/  +  li  z:z  X ,  atque  eosdem  valores    quoque  in  functionibus  adhiberi 

oportet,      Etsi  enim  f :  ^^y*-^  etiam   est  functio    ipsius  ax-^hy  ^     la- 

men    functiones    per    differentiaiioncm     inde     derivatae     discrepant. 
Namquc  «i  ponamus 
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crit  diflTerentiando 

nnde  erit 

f:?^±^=2a(I)^:(ax  +  iy), 

neqoe  ergo  hae  functiones    difTerentiales   «unt  aequales  etiamsi  prln^ 
cipales   assumtae   sint  aequales,  simili  modo  erit 

r :  ^^  =  4aa0^/:  iax  ^by\  et 
et  ita  porro. 


Problema     B5^ 
345.     Proposita  aequatione  differentlali 

casibus  quibus  m  est  numerus  integer  sire  poakiycis  sire  negatiTaSi 
integrale  completum  exhibere. 

X 

S  0 1  u  t  i  o. 
Introductls  novis  Tariabilibus  t  «t  u,  ita  tit  sit 


*  _.         _A         _-     V  «Ml.^ll  h 


aequatio  nostra  hanc  induit  formam 

\dtduJ  ^  t-hu  \dt)  ^  t-^u  KdJ  ~  ^* 
ubi  est 


— I 


Posito  igitur 


— T 


91  ~  f :  i  -t-  F :  tt,  SBi:  «'"*-*  (f :  <  -f-  F": «), 
Vol.  III.  30 
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-^2 


—5 


€ 


€ 


perctirrarous  primo  casus  ,    quibus  m  a  cyphra    per  numeros  nega* 
tlvos  decrescit. 


I. 


Si   m 

Z 


V:i*,2'' 


0,  aequationis 
5i  W)  integrale 


i'  (l^   4-  i^y>-fr-  F:r^a;~-y). 


II.      Si  m 


£ 


>•         • 


cm  aequationis 


-  —  1,  ob 

l-^'  4-  ^  S^  et  M 


f  :  <  +  F  :  u   — 


i  ^ 


1 

3 


b 


4a'  (f  :  f  +  F^:   »>. 


III.      Si  wt  zr—  2,   ob 

I 

erit  aequationis 


t  zzi  l  x^  -\~  -^  u  et  u 


loa 


ix 


l 
5 


5 
itia 


Us^ 


-  X    (^^,)  mtegrale 

X 

5 


I 


f :f -HF:w-2a,-^  (f  :  f  -i-  F^ :  w)  4-  ~-  a:^  H'':  t^F^^zu). 


IV.      Si   m 


3,   ob 


t 


I 

7 


hx  -t-7^y  ct  w=:i.x- 


f 


h 
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erit  aeauatloDis 


z  r=  f :  i  -+-  F  :m  — I  a-'  Cft^H-F^:")-*-^  x^  (r:  f-nF^;  ») 

—  JL.  a;'  (f^^:  i  -t-  F"'^:  u). 

6.5.4 

V.     Si  m  n:  —  4,  ob 

<  =  |a;'H-.*  y  et  u  —  lo^  —  „*  y, 
erit  aequationis 

(^??)  —  *^  a?'(^^*)  integrale 

2z:f:f-f-F:u  — i.x9(r:<-+-F:u)-+-J»  ^^'(^''^f-^-F^^H) 

"  8.7 

—  _4_a,5(r^:f-i-F"'':»)-+-_l_a;'(f^^:i-^F»V:u), 

8.7  6  8.7.6.6 

ct  ita  porro. 

Pro  altero  vero  casu  ubi  m   habet  yalores'  positivos,  inte^ralia 
sequenti  modo  exprimentur 

.      Si  sjt  ynzz:  1 ,  seu  (^^,)  =:  -  a?*  (3,2), 
ob  f  ~  I  .r""'  —  A  y  et  u  zz:  J  x""'  -+-  A  y, 

erit  inlegrale 

o;— '  zzz  (:  t  -\-F  :u,  seu  :3  —  a?  (f :  <  h-  F:  u), 

n.      Si  sit  m  zr:  2,  seu  (g^)  =  ^  x^  (||), 

...    T  I 

ob   t—{x    ^—  ty  et   ii—ix    ^ -f- 1 1/, 
erit  integrale 

z^xCfit  -^Fzu)  —  ix*(r:f  ^-F^:u), 
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IIL     Si  sit  m=3,  seu  (p)  — ??/(^ 

erit  integrale 

♦  ,  I 

z  z=  ar  (f:  f  H-  F:  u)  —  I  a;*  (f:  f  -f-  F^:  m)  -H-1  x^  (f'';  t^T^':uy, 

IV.      Si  sit  mz=i4,  seu  *  (f «)  =.  1*  a:'  (f  *), 


oh  t=zlx^  —  J-y  et  uz=.lx      -h-^f/r 

^  i4a  «4« 

erit  integi-ale 

6  % 

z=x(f:«-HF:u)  — la:^  (f :  f-i-F':")^--.  ^  (^''•^-'-^''•«*> 

6  54 

V.     Si  sit  mzi:  &,  seu  (^S  z=:  ^a?^^   (^?^^ 
ob  t-zzloT^-^  Ay  ct  uznjar^'  +  JLy, 

i8a  iSa 

erit  integrale 

5  l 

-^  Jl^x^  (r^:  f-4-F^^^:u)-l-_I_  ^r^^f^Vji-^FiV.^).  etc. 

a.7.6  .  '   8.7.6^ 

nnde  lex,   qua  has  expressiones  uherius  continuare  licct,  per  se   cst 
xnamfesta» 

S  c  h  o  I  i  0  n      I. 

346.      Casus  isti  integrabilitatis    congruunt    cum    iis ,    qui     m 
tequatione  Riccatiana  dicta  deprchenduntur,  Aoyimua  sciiicet  aequa* 


CAPUT  «31 

ttonein  bane 

integrari  posse  quolies  m  est  numerus  integer  sive  positivus  sivc 
iiegativus.  Haec  autem  aequatio  haud  levi  vinculo  cum  nostra 
forma  est  connexa ,  quod  ita  cstendi  potest*  Proposita  forma 
gcncrali 

pro  integralibus  particularibus  invenicndis  statuatur  zmc^^t;^  ut  v 
sit  functio  ipsius  x  tantum,  erit 

(aj)  =  «°'-li"  <^^)  =  «"'.g:  ^^ 

tum  vero  (g-^)  zn  ctcte^y  v ;  undc  prodit  haec  aequatio  (lau  —  -^ ; 
in  qua  si  porro  statuatur  v  zz  eJf^^-  orilur 

'^'—zzidp-^ppdx^ 

41» 


ac  81  X  =  \x^  \  ut  in  nostro  casu,  haec  aequatio  sit 

—4^ 
^;?  -|-  ppdx  ~  oa:*^^'  Da:. 
Haud  temere  igitur  evenire  putandum  est  9  quod  utraque  aequatio 
iisdem  casibus  integrationem  admittat.  Interim  tamen  nptatu  dignum 
occurit ,  quod  casus  m  z:  00  ,  qui  in  forma  Riccatiana  fit  facillimus» 
idem  in  nostra  aequatione  neutiquam  integrationem  admittat.  Ha* 
betur  quippe  haec  aequatio 

cnjus  rednctio  modo  supra  \.  330.  adhiblto  non  succedlt.     Najn  ob 

Q  =  *£,  R  =  0,  S 1=  0  et  T  =  0, 

pro  noTis  yariabilibus  ponltur  ^ 

t  z=.fp  Qx  4-  ^J^)  et  u  —fq  (dar  —  5f^>; 


23B 
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unde  ob  M 


^  —  N,  oritur  haec  aequatio 

aa 


i  et  7 

X 


I 


dfdtt 

quae  sumendo 

ut  sit 

i  —  te  -4-  ^  et  w  zn  /x  —  *r, 

a  • 

transit   in 

dz 


\dtdu) 


i(w)-io=o. 


cujus   integratio   haud  perspicitur. 


SchoHon      2. 

3  4  7,      Acqnntionls   autem    (~ )  ~  xx  (^^*)    intcgralia     panicu- 

laria   infinita    exhibere    licet,  in   hac     forma     z  nr  Ax^  e^y   contcnta. 
Cum   enim    binc  «it 

^^^  —  ^kx^e^y  et  (||)  =  XAo;^-' €'*:>',   erit 


|UL|ULAa:^  e^y 


X  (X—  1 )  kx^  e^y^  ideoque 


|j.  ~  |/X  (X— 1),  unde  ex  quovis  numero  pro  X  assumto  bini  va- 
k>rcs   pro   jul   oriuntur,   ita   ut   habeatur 

et  hujusmodi  membrorum  nunierus  variando  X  in  infinitum  multi- 
plicari  potest  Interim  tamen  singula  haec  membra  adhuc  genera- 
liora  reddi  possunt,  Posito  enira  zzzzx^e^yy^  vidcamus  an  v  ne- 
ccssario   coostans   esse   debeat:   hinc   aulcm   (it 

—  ixx^  eV-y  V  +  x^-  e^y  (|^)   ct 


^""^  Xx^"'  e^y  V  -^x^  e^y   (^^\ 


(3^)   —  Xx'^'''  e^J  V  -^x^^e^^   (^^), 
ideoque   nostra   ac^juatio  praebet  pcr  x^  e^y  divisa 


33S 


C  A  P  U  T     IV. 


unde  ob  M 


hbx 
aa 


O, 


i:  N,  oritur  haec  aequatio 
/39«  \ i_  /d^\ i_  /9«\ 

quae  sumendo 

ut  sit 

l^lx^b!  et  uz=:lx  —  ^, 


1  et  q 

X 


•  .  • 


transit  in 


cujus  integratio   haud  perspicitur. 


\dtdu) 


o. 


S  ch  0  lion      2. 


.aas- 


dds. 


(^ 


3  4  7,      Acqnfttionis   autem   (~ )  zn  a:a?  (^^J    integralia     panlcu- 

laria  infinita  cxhibere  licet,  in  hac  forraa  z  —  Ax^  e^y  contenta. 
Cum   enim    binc  sit 

-]X.kx^ey^y  et  (^^ —  \kQ^-' e^^y ,  erit 

|UL|UiAa;^  e^^y  —  X  (X— 1 )  Ax^  e^^y,  idcoque 
jjL  ~  }/X  (X— l),    undc  ex   quovis  numero  pro  X   assurato   bini    va- 
lorcs   pro   jul   oriuntur,   ita  ut   habeatur 

ct  liujusmodi  membrorura  nunicrus  variando  X  in  infinitum  multi- 
pHcari  potcst  Interim  taraen  singula  haec  membra  adhuc  genera- 
liora  rcddi  possunt.  Posito  enim  'zzzL  7?^  e^y  v^  videamus  an  v  ne- 
ocssario   coastans   essc   debeat:   hinc   aulcm   fit 

\xx^  e^y  V  -f-  x^-  e^y  (|^)   ct 


^""^  Xx^"'  e^y  V  -^x^  ct^-y   (^^), 


(^)   —   Ax^"'  e^^  V  -^x'^  e"-^   {-), 
ideoque  nostra   acquatio  pracbet  pcr  x^  e^y  divisa 
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—  X  (X_l )  t;  4-  2Xa;  (|^)  -f-  xx  (^). 

Statuatur  ut  ante  jxjx  —  X  (X—  1 ),  sitquc  t;  zzi  alx  -j-  (3^» 
crit 

unde   cujusque  membri  ex  numero  X  nati   forma   erit 

(^X(X -i)  /^     I     a>a(X— i)  /^     .    fltX--i  y) 
-     X  )  «  «     ^ 

(  "»  «      ^) 

Quomodocunquc  igitur  non  solum  exponens  X  sed  etiam  quantitatct 
A,  S(,  B,  58  rarientur ,  infinita  hujusmodi  membra  fdrmari  possunt, 
quae  omnia  junctim  surata  valorem  completura  functionis  z  praebere 
sunt  ccnscnda.  Quin  etiam  pro  X  imaginaria  assumi  possunt,  por 
sito  cnim 

Xziia-4-6/ — 1    fit  jjL  —  ;> -f- 9}/ —  1» 
cxistentc 

pp  —  V^  —  ^^  —  a  -^bb  ct 

pp  -\-  qqziy   iaa  h-  bb)   (aa  —  2a  -4-  1  -f^  bb\ 
tum  vcro  est 

a^  iz:  a^   (cos,  blx  -+-  |/—  1  .  sin.  blx)  ct 

e^>  —  efy  (cos.  ^y  -f-  /—  1  .  sin.  qy\ 

unde   colligitur   forma   realis 

Acos.(6/a:-4-^j/)-»-B  [2plx'-h  (2a—  1)«/]  cos.  (Jblx-^qy) 
_    .  j^J  —  B(2qrte-+-2^^y)sin-(6teH-^y) 

""  l?(  sin.  (Wx-f-9J/)-h23  [2j9/a:-4-  (2a—  l)t/]  sin.  (blx^-qy^i 

^fb(2qlx-+'2by)  cos.  (Jblx^qy) 

ubi  quantitates  a  ct  6    pro  lubitu  assumere  licct,  unde  simul  p  ct  q 


'    ■     ^ 


CAPUT   V. 

TRANSFORMATIO   SINGULARI&    EARUNJDEM    AEaUATIONUM. 


P  r  o  b  I  e  m  a     5  6v 

V 

xroposita  hae  aequatrone- 

m  qua   P,  Q,  R    sint  functiones  ipsius  or  taiitum>    cam  ope   sub- 
stitutLoni& 

z  =  M  (pj  -h  Nir, 

ubi    quoque   sint    M    et    N     funcliones    ipskis;  x^   tantum^    in    aliam 
ejusdem  fbrmae  transmutare  ut  prodeat 

(ay )  —  P  (a^i)  -H  G  (ai)  4-  Ht; , 

exi&tcntil>us  F,  G,  H  functionibua  soliua  x^ 


S  o  t  u  t  i  a* 
Quia  quantitates  M  et  N  ab  ff  sunt  immunes:,    erit 

quae   forma   per    aequationem ,    quam   tandem   resultare;  assumimu» , 
abit  in  hanc 

MG  H-  MK  -4-  NH 

NF  -f-  NG. 

Deinde  vcro)  pra  altero    acquationis  propositae    mcmbro  nostra  sub« 
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^4S 


Stitutio  praebet 


hincque  porro 

^dx'' 


M  i^^)  4-  fl  &  4-  !!  t; , 


dx 


4-  jy 


•dx 


M  (!:^)  +  iif  -H  N)  (|5) 


dx' 


dx         •       *'''   ^8x' 
^    ^dx*    ~  'dx^^    ^x^ 


Cum   nunc  sit  per   hjpotliesln 


(         "i 


P  (K)  -+-  Q  (1?)  -h  R^ . 


si  hic  Talores  modo  inventi  substituantur ,  singulaque  membra 
(^'^ ,  (^^  1  (^^  ^^  ^  seorsim  ad  nihilum  redigantur^  quatuor  se* 
quentes   aequatrones  orientur,    -scilicet 

conigitur  aequatio 
MF  —  MP 


ex 


vaxv 


^dx= 

/ddv\ 

Vdx»/ 

(£) 

V 


MdF 

dx 
W8H 

dx 


MG-4-NF 
MH  -+-NG 
NH  =: 


(~-f-N)P-^MQ 
4?--^S)P-<l?-N)Q 
^  n 


MR 


|~PH-(f,)Q-4-NR, 


ex    quibus    xjommodissime    primo     quaeruntuT    P,   Q   et    R.      Verum 
prima  dat  stalim  P  ~  F,   unde  «ecunda   fit 


Q. 


£x  binis  ultimis   hutem    eliminando   R   colligitur 


M  (^^G  —  Mc)H) 
dx 


dx 


,       Kfwr     /naan  —  noan  QWam     ^ 


ct   iUunn   valorcm   pro  Q   substituendo 
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MH9H  MN9G    i     (wa8M  —  MadN>  j^         irnfdn 

I     waM  —  1»!^  ^     »_  (NdM  —  MdN)  ;%«  KWar 


gFdM  (N^M  —  MdW)  _  aNNFdM 
•~  Md»^  Bidx 

qoae  aequfttro  per  ^^    multrplipata    commode    iategrabilis    redditur, 
kiyeniturque  integrale 

^ „  K^     I     N^— MgN^    ,     NNF 

^ *1  —  M   ^  ^  rMftlAc        *   "*■  MM  " 

Quod  84  ergo  brevitatis  giatia  ponamus  N  =:  M^  ,    eril 

CzizH  —  G^  -  F~ -*-Fm,    seu 

Sire  jam  hisc  definiatur  quantitas  s  ziz:  -^j    sire  uiia  fitnctionnm  F^ 

G  et  H,  pro  ipsa  aequatione  proposita  litterae  P»  Q  et  R,  ita  de* 
terminabuntur ,    ut  sh 

I.     P  =  F 

nn         ,    r*       ^      ^^  aF3M 

•       Si  ^    -+•    5::    —    li^  * 


dx  Mdoc 

et  tx  ultima  aequatione  derivatur 

T>  ij    \    M3H         F33N  8N  ^p,     ^    df         9l9M. 

—  -^  "T^  Ndi  ~  Na?  ~  Ndi  ^^  ^  s  ""  Sai^^ 

qui  ralor  ob  N  —  Ms  evadit 

j^  -_  jj     •    dH  G*^  OdM  Vddf  Fa9M 

"^  ydx  ^ar  Mdx  sdx»  M3«» 

I     sF^M^  SFdi  9FaM 

«     MMdx»         sdx»  Mdx»' 

et  cum  aequatio  inventa ,    si  differentietur ,    det 

0  zzdH  —  Gd^  —  sdG  —  ^  _  ^4.  2F^a^-+-  waF, 
obtinebimus 

TTT        T>  TT  G3M     ,     dO         FMM         AFdtr 

lll,       -^  —  "~M^  +  dx~  Md^  ""  "55"  V 

aFdM^  sdF  ^m 

MMdx»         dx  Mdx** 
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tinde  sr  aeqviatio 


resolulionem   admittat,    etiam  resolutio  succedet  hujus  aeqixatioiuft 
cun  sit 


Corotlarium      !• 


vtfy 


S50.  '  Si  ponatur  Mm  1,  ut  fiat  zzizsv  -4-(^)i  ^^it 

_F,  Q_Gh-^,  et  Ri=H-4-3:^ g^— . 

neque  hoc  modo  usus  istius  reductionis  restringitur ;  quoniam  st 
deinceps  loco  z  ponatur  M  z ,  etiam  aequationis  hinc  ortac  rcsol»-^ 
lio  est  in  promtii» 

CoroIIarium     2» 
351.      Quoties  ergo  aequationis 

resolutio  est  in  potestate ;,    toties  etiam  hujus  aequationis 

(aya)  —  F  (3;^,)  ^  (G  ^  gj)  (^  -H  (H  ^  ^ gj^)  z 

resolutio  succedit ,    si  modo  capiatur  s  ex  hac  aequatione 
F3^  -+-  ^sbx  —  Yssbx  +  (C  — -  H)  3z  zz  0  , 

tum  enim  erit  z  —  w  -+-  ( j^)  •     Sunt  autem  litterae  F,  G,  H   fiuK>« 

tiones  ipsius  x  tantum» 


S  c  h  o  I  i  o  n. 

362.     Haec  reduetio  methodum    maxime    naturalem    suppcdi- 
tare  yidetur   ^usmodi  integrationes   perficiendi,    quac  simul  functio* 


suCti   :  t   -h-©0   :  <  -H  "QCI)':   /, 
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num  differentialia   Involvunt.      Si   enim    aequationis    pro  v  'datae  In- 
tegrale    sit    v  =  (|)  :  ^  ^    existehte  t    functione  ipsarum   a;  «t  ^ ,    ob 

■bv  —  ^K^' :  t ,    erit  (fj  ~  (^'^  (^' :  l 

m 

«t  aequationis  ind«   derivatae  pro   z  habebimus  integralc 

z  =  s(p  :  t   ^  ill)  (p':  t. 

P^einde   si  fuerit  generalius    v  rz  i/Cj)  :  f  ,     fiet 

unde  ratio  perspicitur  ad  ejusmodi  aequationes  perveniendi,  quarum 
fntegralia  praeter  funetionem  Cj)  :  t  etiam  functiones  ex  ejus  differcn- 
tratione  natas  (^^:t^  atque  adeo  etiam  sequentes  (^'^:t^  (J)'''''': /,  ctc. 
complectantnr.  Quamobrem  opcrae  prelium  «rit  hanc  reductianeiB 
■-aecuratius  cvolvere. 

P  r  ol)l  e  m  a     5  7. 
35  3.      Concessa   resolutione   hujus   aequationls 

invcnire   aliam    acquationem   hujus   formae 

pro   qua   sit 

1S  o  I  u  t  i  o. 

Facta  comparatione  cum   praecedcntc   problemate   habemus 
F  1=    1  ,     G  z=z  ^    ct    H  =    ^  , 

imdc  <}ua«titatem   iy   cx   hac   aeqnatioTie  definiri   oportct 


CAPUT     T*  »47^ 

qua  inycnta  ob  ^  —  —  ~  ,    aequatia  quaesita  erit 

seu  loco  3a*   valore   inde    substituto 

ddz\  /d^Zi\     ^      m   /'5«\     ,     /o  y»         **  —  ^    i     ^^* 

pro  qua  est 


(ID  =  (£3  +  5  (|)  +  (2/  -  ^S-'  +  V  -  2"),'. 


dx 


(D- 


I.      Ponamus  prima  quantitatem  constantem  /*—  0  ,  ut  sit 


^  H Wdo:  —  —  —  0  , 

'  X  XX 

m 

cujus  integralc   particulare  est  6  ~  - ,     existente 

—  a-^mu  —  aa  —  nznO^   seu  aa.  —  O^ — i)a-|-nrr:0, 
ex  quo  ob  ^-  ' —  ^^«^  ,    oritur  haec  aequatio 

d^^J  —  V^V  "^"  IF  \dxJ  ">"  XX  ^  »• 

pra  qua  est 

a         ,     /3i;n 

seu   exclusa    nzzLOLim — 1  —  a)  ,     si    constet  resolutia   hujus    ae- 
quationis. 

O  =  ©  +  V  di)  4- 

pro   hac 

/93z\  —  ,  3^»\     .     wt  r^]%\     ,     fct — i)(m  —  a)  ^ 

erft 

a 

IL     Maneat  fz::z  0  ,  et  quacramus  pra  s  valorcm  completum 
poncndo  ^  —  -  ^  ^  ,    fietque  ob 


rddvK  /ddvy^  m  /9a;N     ,     a(m— t  — a) 

d> V  ^xV  ^^  X    \dxJ^  XX  ^  > 
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quae  per  a?***^^  multiplkata  et  iotegrata  praebe( 


€X^  ■"  *•  X 


2cL  —  m  -f-  1  2a  —  -in  -j-  1 

hincque 


unde  fit 

3^        — tt       (m  —  2a— OCm  — 2a)  (m  — 2a— 1)* 


^iaMMki 


Ja;         X  a:  xo:  (ca^-^^—* —  1)  oix  (^cx^^^^'^^ —  1)' 

Hic   praeclpue  notetur  casus  c  —  T)  ,    quo   fil 
;?  m    — — —    et    ^,-  rrz ^ — -^  ^ 

X  OX  JCX 

ita  ut  data   aequatione  # 

pro   hac   aequatione 

/*d»x  —  /ddfcv     i_  w    /9«\     4     (a-+-i]fm  —  a  — «^  _ 

fulurum  iit 

Pro  generali  autein   valore  sit  /n  —  2a  — -  1  =  |3,  ut  habeatur 

a                    (3 
«=z~ g^ et 

d*__  —  a  |3(i3-HJ)       ,  (3(3 

dx  XX  XX  {cx^  -^  O  ^^  (.<^x^  ~  O* 

undc  si  detur  haec   aequatio 

,ddv.  /5dv.      ,     oaH-P-f-i    .3-i^v     ,     a  (a  -4-  P) 

<*^>  =  ^d««>  H X  —  <di>  H — 4ir-^^ ' 
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ejus   ope  resolvelur  haec 

213(3-1-1)  2  G3     ~]  z 

H-[(a^i)(a-4-fl-4-l)— .-^Jr— : ,  &     .  z   — ' 


cum  slt 


\  cx^  —  1/  a;  \dx)' 


III.      Rationem    quoque    habeamus    constantis  f ,    ponamusque 
y  —  —  ,    ut  facto  n  zz  of.  (ni  —  l  —  a)  habeamus 

os  -+-  — -  —  ssax  —  -^ — ■+---—  0  , 


quae  posito  *  ~  -  -|-  -j-    abit  in 

^t  —  (m  -  ^a)  tdx     I     ^a;  —  L^  aa;. 


X  *  aa 


Sit   m  —  2a^y,     ut   aequatio   data   sit 

ct  .invcnta  quantitate  s  prodeat  haec  aequatio 

/ddz\  /ddz\  ag  +  7  f^\     i     /a« -- 5«  4- «V  —  7  a3^\ 

seu 

fdd^\  /^^\     t     2a-hy  ^azN  /(«7:1)  Ca+7)     ,     ^n  ^ 

Vaj^ V  —  Vdx^/  ~       X        \dxJ  ~\  XX  '^  tt  dxJ  ^  ' 

pro  qua  est 

ubl  totum  negotium   ad  inventionem  quantitatis  t  redit  ex  aequatlone 

dt  ^V^  -U  d.r  =z  ^a^. 

Hunc  in  finem  statuatur  tzzia  —  ^^ ,    ac  repcritur 
Vol.  III.  *  3  2 
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dx^  xdx  adx    "^     cx  ' 

cujus   duplex  resolutio  datur  ,  altera  ponendo 

Z4  —  A  -f.  B:c  -+-  Cx''  4-  Dx^  4-  Ex^  +  Fjc^  4-  etc. 
exlstente 

T>  .7A        p  (7  -  0  B       p. C7-4)C        p  (7-6)D         . 

^ Va'  2(7-0«'         3(7-a)a'    "^ 4(7-3)a'    ^*^^' 

altera  vero  ponendo 

u=zAxy  +  '-i-Bxy  +  ^  ^Cx'V+3^Da:'V  +  4.^£^7  +  5^  etc. 

ubi 

T^ (7  +  a)A      p  _   (7+4^»       -n  —  (^  +  ^)^^ 

(7*4-3)^  *    ^ fl(7H-3)a  »    -^ 3C7H-4)a  ' 

quarum  illa  abrumpitur,  si  sit  y  numerus  integer  par  positivus,  haec 
vero  si  negativus.  Qui  valores  etsi  sunt  particulares,  tamen  supra 
jam  ostendimus,  quomodo  inde  valores  completi  sint  eliciendi. 

Corollarium    1. 
35  4.      Supra   autem  vidimus,    (§.  3  33.)   hanc    aequationem 

(ddv\       ■  /ddv\     I      am  /3  Vn     ,     (m  -<-  /)  (m  —  /  —  i ) 

esse  integrabilem,  si  sit  i  numerus  integer  quicunque^  unde  colligi- 
mus  hanc   aequationem 

integrationem  admittere ,  quoties  fuerit  vel  a  iz:  J  m  -|-  i  vel 
(fHZlm  —  i  —  1 ,  seu  m  —  2  a  numerus  integer  par  sive  positivus 
sive  negativus ,  qui  casus  ob  m  —  2  a  izi  y  cum  casibus  integrabi- 
iitatis,  pro    valore  generali  ipsius  s  inveniendo,   congruunt. 
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Corollarium      2. 

355.  Quando  autem  ex  hac  aequatione  functionem  v  defi- 
nire  licet ,  tum  etiam  hae  duae  sequentes  aequaUones  illi  similes 
resolYi  poterunt 

Ca^;  —  fe;  ^  X  Vai;  "^ 5S ^    ^^ 

(ddz\    /ddz\       i      m^    /33\    _|       (g-ha)(m  —  a —  i) 

cum  pro  illa  sit 
pro  hac  vero 

^  —      i      ^  ^  w- 

Corollarium     3. 

35  6.      Praeterea    vero    etiam    aequationes    alius    generis ,    ub 

postremus  terminus  non   est  formae  ^^j    resolvi  possunt,    qui  in- 

veniuntur ,  si  quaniitatis  s  valor   generalius  investigatur ,   atque  adeo 
constantis  /*  ratio  habetur. 

Exemplum      1. 

35  7.      Proposita  aequatione  (^)iz:(^),    pro  qua  est 

i;  zz:  TT :  (a:  +  jy)  -f-  0  :  (a;  —  j/)  , 
invenire  aequationes  magis  complicatas ,   quae  hujus  ope 
integrari  queant, 

Cum   hic    sit   F  ;::z  1 ,    G  —  0    et    H  —  0,    resolvatur    haec 
aequatio 

ds   —  ssdx  -4-  C  ^x  zz   0  , 
et  hujus  aequationls 

(ddzy.    /ddz\  ids  • 


«• 
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integrale  est 

^.—    X  (a-  -  x^)  ^    -^    ^y- 

11.     Sit  C=:^^,  et  posito  ^nr^  +  y    fit 


af^x       .       ^^    ttd* 

ce 


^  '  X  •  cc 


cui  particulariter  satisfacit  f  zil  e  -f-  —  ,    ut  sit 


^  —  •  .  /^  ,  zx—    et    -^     ' 


cx(c-4-x)  dx    ^^   x«  lc -♦-«)* 

atque  hujus  aequationis 
integrale  fit 

^    CC  +  C*H-3CX  /ai^v 

^  —   cx^c^-xr  ^  ^  v5i)  • 

Ad  integrale  autem  pro  t  completum  inreniendum  statuatur 


fietquc 


^  '+'  —  H~  ~  —  0  ,    seu    ox  zn 

hinc  xznb  —  -^/(1  -4-2 cw)  ,    crgo 

e      ^        —  1 

"   =   —c '    ^^^^ 

,   ,     cc     ,  2  e 

fl  (&  —  x)  ■ 

1  a:(e      c        _  £) 


atque 


dx'^  XX  — '  ttdx t  A^  "^  «         cc/  ""  tt  ^x        (e "  —  i) V 

fl(6  — «)  ' 


pro  c'    legendo    e      ^ 


/ 
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S  c  h  o  1 1  o  u,. 
35  9.      Quoniam  supra  invenimus  hanc  aequationem 

integrationem   admittere,    quippe'  qui  casus   oritur  ex  gencrali  forma 
(§.   354.)  sumto   mzilO,    erit  problemate  huc  translato 

^s  -  ssdx  +  (/  4-  '-^-^)  dx  =:  0, 

w 

hlncque    inventa  quantitate  5,    hujus  aequationis 

o = <^  +  <'^ +'^-^  -  2«)  -. 

integrale  erit 

L  Quod  si  jam  caplamus  /* iiz  0  ,  erlt  particulariler  s  z:z  -^ 
vel  s  :zz  ^  '  ,  unde  quidem  aequationis  intcgrabilis  forma  non 
mutatur.      At  facto  ^  zz:  4  -+-  -r  ^    oritur 

X  i 


dt  +  '-^'^  4-  ao;  r=  0, 


cujus  integrale  est 
ideoque 

et   aequatio  integrabilis   fit 

II.      At  non  rejecto  /  fit  *  —  ^  -f-  " ,    fietque 
—  du  ^  tL^  ^  uudx  —  fdx  , 
quae    ut    in   aequationem   differentialcm   secundi    gradus    facilc    per 
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seriem  resolubilera  convertatur,    ponatur 

et  prodit 

d£r     __    aarv7    i(/-hOr    ... 

sit  •i//' — :  rt  et  statuatur 

/•  rr:  Aa;*  +  '  -i-  Bx'  +  «  -4-  Cx^  +  ^  -+-  I)a*+4  _l_  etc. 
ac  rcperitur 

quae   abrumpitur  quoties  i    est  numerus    integer  negativus.      Sin   au* 
tera  statuatur 

r  n:  A:r"'  +  Ba?'-'  +  Ca:»-*  -f-  Da'-*  -f-  eto. 
sequens  relatio  nascitur 

^^"■''A,   C=^^B,  D=i|^-^C,  E=i)^'\^,D,  etc. 

quae  abinimpitur  quoties  iest  numerus  integer  positivus. 

P  r  o  b  1  em  a      58. 

3  6  0.      Proposita  aequatione 

cujus  integrale  est 

v  —  a  tang.  (ax  +  6)  .  [tt  :  (o?  -f-  y)  +  Cj)  :  (o:  —  y)] 
+  7r' :  (o:  ^  f/)  -f-  Cp^  :  j(a:  —  y)  , 
per    transformationem    hic.  traditam    alias    invenire    aequationes    ejus 
ope  integrabiles. 


S  0  1  u  t  i  0. 

Ponamus    brevitatis    gratia    angulum     ao;  -f-  6  zn  o) ,    ut    sit 
Dco  —  adx,  et  ex  §.    351.    cum  sit  F  zz:  1  ,    G  zz:  0  ,    H  - 
quaeratur  quantitas  s  ex  hac  aequatione 


—  aag 

COS.Ui^  * 
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critque   hujus  aequationis 

/ddz\  _  /^^z\  ^^  /   gqq       i     adjx  ^ 

\J^^)  —  vdx»/       \co8.w2  n-  -5^;  - 
integrale 

z=i^t;  +  (^),   seu 

sn:a5tang.cd[7r:(a?-4-y)  +  (|):(z— y)]  -4  5[7r^:(.z-4-y)-f  C|)':(x— i/)] 

-^  ~o7.a;^  t^  •  (^-^2/)  -+-  0  <^  — 2/)]  -^-  «  ^^"S-^  [^'=  (^-+  y)  -H  (|)':  (r — y)] 
H-TT^'':  {po  -^y)  -\-  <^^^\  {x — y). 

Totum  ergo   negotium  ad  inventionem  quantitatis  s  reducitur,  quem 
in  finem  ponamus 


fietque 


s  —  CL   tang.   0)  — :;^, 


dx  cos.  w"  itdx*     *^ttttdx*' 

et   facta  substitutione   prodit 

aa  ^dn       .     2adtt    .  . 

cos.  w'  ttdx^  lidx  ^ 

a  a  sin.  cj* 


cos.  w»    ' 


Jam   ob 


2  aa 
cos.  w*" 


a  a  sin.  oj^  a  a 


+-  a  a, 


COS.  UJ*  cos     w* 

sumatur  a   ita   ut   fiat 

—  a  a  -f-  a  a  -|-  2  a  a  m  0. 
Capiatur  ergo   a~  —  a,   ut  sit 

s—  —  atang.  03  —  -i^-^, 
et   pro   quantitate   u   invenienda   haec   habetur   aequatio 

d  diu      ^     2  adu  ,  1  ^ 

-^dT^  -^  ITdJ  **"g'  w  -f-  n  a  w  ;=  0 , 

Vol   III.  33 


25  8 
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posito  C 

ddu 

ob    d  X 


aa  —  nau 

n  u 


'-ii  tang.  03 

d  (0 


0, 


cujus   resolutio    non    parura    ardua   videtur,    inter    complures    autem 
modos    eam    tractandi   hic    ad    institutum   maxime    idoneus   videtur. 


Fingatur 

u  z 


A  cos.  X  u  -h  B  cos.  (X  -4-  2)  oj  -h  C  cos.  (X-f-  4)  w-H etc. 


eritque 

du 

db) 


dw3 


:  —  X  A  sin.  X  u  —  (X  +  2)  B  sin.  (X  -f-  2)  w 

«_  (X -f- 4)  C  sin.  (X -4- 4)  (0 -^  etc. 
-  —  X  X  A  cos.  X  u  —  (X  -h  2)^  B  cos.  (X  -I-  2)  w 
_  (X  4-  4)^  C  cos.  (X  -f-  4)  u  —  etc. 
et  aequatio   hac   forma  repraesenlata 

^—  cos.  w  -f-  -/^  sin.  u  -f-  2  n  M  cos.  w  i=i  0  dabit 
Or-XXAcos.(X-l)(D-(X-»-2)^Bcos.(X-hl)a)-(X-H4)*Ccos.(X 


3>aj-etc. 


—  2XA 


■(X-»-2)-B 
2(X-t-4  )C 


-f-nA 


-f-2(X-H2)B 

/jC 
;jB 


XXA 

2(X-4-2)B 
2XA 
-f-nB 
-4-;iA 
unde  X   ka   capi  oportet  ut  sit 

X  X  -f-  2  X  m  71 ,  seu  X  r 
duplexque  pro   X  habcatur    vaior. 
nus   ob    ;j  zn  X  X  -4-  2  X    praebet 
mode  dat  C~0,  unde  et  sequentes  omnes  cvanescunt. 
Sumamus  n  :zz.mm  —  i ,  ut  sit 

X  =  —  i  -4-  m  ct  B  =1  ~^~  A ; 


—  1  ±v^('^+  0' 

Piaeterea    vero    secundiis    terroi- 

A,    teriius  vero    coin- 


R 


X4-2 


atquc  integrale   completum  concludi  videtur 
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u  ~  X  [cos.  (m  —  1 )  (I)  H ~  cos.  (m  -f-  O  w] 

•m     i     4 

-f-  9(  [cos.  (m  4-  1)  oj  4-  ^-^j  cos.  (m  -^  1)  cj]. 


slt 

A  —  (m4-  l)Bet§(  =  (m —  l)S8, 
fiet 

M  — (m-+-l)(BH-55)cos.  (m-  1)  oj  -f-(m-l)  (B-^23)cos.  (m-+.l)  w, 

ubi  cum  binae  constantes  in  unam  coalescant,  hoc  integrale  tan- 
tum  est  particulare,  ex  quo  autem  deinceps  completum  elici  pote- 
rit.      Cum   ergo   sit 

du    —  (mTO— Osin.  (m— l)  oj  — fw^""*)  sin.(m-4-0" 

udb»  "~         (m-i-l)co8.vm— l)w-t-(^— *)co8.\m-i-l  cu 

5  fqnp'         -t-      (tytm  — 1)  r8in.(m— I)(i)-h8in.fm4-l)a)l 

pro   aequatione 

a  a  u)  a  a  '     cos.co' 

ob   C  —  —  (/i  -f-  1 )  a  a  Hi  —  mm  a  a. 

Illud  autem   integrale  inventum   ad  hanc  formam  reducitur 

— .  .    (mm—O  tang.mo) 

—  ng.  0)  -f-  in^taiig  mcjtang.cu ' 

quae    expressio    substituta    illi    aequationi    egregie    satisfacere    depre- 
henditur.       Scribamus    ejus    loco    0,    ac    ponamus   ^  ~  0 -f- 1   pro 
integrali   completo  eliciendo,   prodibitque 
?_i ?®  _  i.  —  0     seu 

D^-+-20fdw-+-3a)=:o. 

Erat   autem   modo   ante 

e  —  '-=-  tang.  0)  —  ~\;,  unde 
/0aa)=i/cos.o)  — /a  et  e^/eac.  _  c^^^^ 

qui    est   multiplicator   pro   ilUi   aequatione,   sicque   fit 

t  cos.  ci)*  p  >,3c»)  cos.  cij*  ^ 

u  u  «^  uu         ' 

at   est 

33* 


a 
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u  —  2  m  cos.  m  a)  cos.  co  +  2  sin.  m  (o  sin.  (g , 

ideoque 

f —  A  _  /  ^" 

(m  cos.  m  w  -I-  8m.m  w  tang.  w)»  "^  -^  (m  cos-m  o)  +  sin.  m  w  tang  w)» ' 

cujus  postrerai  raembri  integrale  dcprehenditur 

—  m  tang.  m  w  -f"  tang.  w _        — m8in.mw+tang.wco8.mw 

m(mm  — 1)  (m  4-  tang.  m  w  tang.  w)  m  (^m  m --  i)  i^m  cos.  m  w  -f-  sin-  m  w  tang.  w) 

ita  ut  sit 

f  .      .  co«.mwtang.w  — msin.mw 


(m  cos.m w  H-  »in. m w  tang. w)^  ^^  m(mm— 1)  (wco8.mw-H8in.mwtang.w)» 

seu 

1  m(mm— 1) 

7 ""  [C(mco8. m w  -H sin.m w tang. w)H-ce8.m wtang. w—m  sin. m w  \vt coe  m  w -f- sin.m  Mtang  w)] 

cui  addatur 


f^-^  ^»      »  (mm  — l)8in.mw 

~  — '  tane.  o)  -I ^ ~ 


m  C08.  m  w -f-sin.  m  w  tang.  w  ^ 

ut  prodeat  ^i   eritque 

*_       4«^^  fmm— f^fCsin.mw^-cos  mw) 

a  °  C(mcos.mw-t-8in.mwt4ng.wj-hco8  mwtang.w- msin.mw ' 

seu 

£  _  fmm — 1  —  tang.  w^(C8in.  mw-4-co8.mw)  —  mf«ing.w  (Ccos  mw  — fiin.mai^ 
fl  C(mco8»mw-|-sin.mwtang.wj-f-co6.mwt.ing.w  —  msin.mw 

CoroHaricnn     1. 

36  f.      Hic  praecipue   notandura  est,   hujus  aequaiionis 

aw»  -H  -aw  ^^"g  03  -h  (m  m  —  1)  16  zn  0. 

imcgrale  partioulare  esse 

II  zizm  coa.  m  oj  cos.  oa  -+-  sin,  m  oj  sin.  oa , 
aliud  vero  integrale  particulare  repeiitur  simili   modx> 

u  ~  m  sin.  m  03  cos.  oj  —  cos.  m  oj  sir>.  cu, 
unde  concluditur  completunv 

u  zzz  A  (m  cos.  m  a>  cos.  oj  -F-  sin.  m  oj  sin.  oj) 

-4-  B  (m  sin.  m  a>  cos.  oa  —  cos.  m  oa  sin.  oj). 
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CoroUarium    2- 

36  2.      Si  hic  ponatur 

A  zz:  C  cos,  a  et  B  in  —  C  sin.  a^ 
hoc   integrale  completum  ad  hanc  formam  redigitur 

w  rz  C  [m  cos.  (m  oi>  -4-  ^)  cos.  co  ••+-  sin.  (/n  w  +  a)  sin.  03]^ 
quod  quidem  ex  integrali  particulari  primum  invento  stafim  concludi 
potuisset,   cum  ibi  loco   anguli   m   co   sci'ibere  liceat  m  oj -f- a. 

Corollarium    3 . 

3  6  3.      Hinc   multo   facilius  i^eperitur  valor 
^  z:  —  tang.  o)  —  ^j-j^,  cum  em*m  sit 

^^11—  C  (m  m  —  1)  sin.  (m  ea  -h  a)  cos.  ^ ,   erit 


hincque 


*  ^         ♦«•*«    ..     .    (mm— l)8in.(ma)  +  a)co8. w 

""  —  —  tanfj.  03  -f-  / ; — F ^-- — : — 7 ; — u    ,        ^ 

a  o  m  C08.  (mw-f-a)  cos  w-hsin.  (mtii  +  a)  »in  w  '^ 


d$    ds     —1        ,  (mm  —  1 ) fm^ co8. cj*—  sin. (m w -f  a)') 


ad(x)  aadx  cos.  w^     *^  [mcos  (mw-ha)co8.  w-f-sin.(m  w-|-a)sin.  wj^  ' 

et   aequaiio,   cujus   integrationem   invenimus,   errt 

ddz\  /ddfz\  2  (mm  —  1 ) g  g  fm^  cos  w*  —  sin^.m  w4- ay) 


r 


VdjT*/  \dx^/  [mcos.  (mw-f-a)  cos.w  +  sin.  (rrTw-ha^in. w]*' 

ejusque   integrale   colligitur 

maa f m sin. (m w -H «) sm.  w -h cos  (m w  +a) cos. w]   -       ^  \  __i_  4^    /  k» ^yM 

^ ~lii^{mZ^a)cos  w4-sin  (mw-ha)sin  w  ITT  .\-^  "1- i/; -1- H^  •  l^       J/^^J 

^ rmm—  O  osin.  (mwH-fl^cos.w  ^    /  •       \  _•    ^hW-y tyM 

»^  mcos  tmw-t-ajcos.w-f  sin.(mw-i-a)8in.w  LTT  :  (^'  -HJ/;  -f-vp  Ha:         t/;j 

-|r-7r":(.r-+-t/)  +  (I)"iC7:  — //>], 
existentc   cu  ~  a  o:  -4-  6- 


Scliolion    1 . 

36-i.      ()mnino    raemoratu   digna    est  integvatio    Ixujus   aecjua 


lionis 
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unde  occasionem  carpo,  hanc  aequationem  generaliorem  tractandi 

quam  primum   observo   posito 

^  =  -  (2/4-  1)  a  co  tang.  cu  -j-  ^,  ut  sit 

M  —  C08.  ti^'^^'^^  V, 

abii-e  in  hanc  formam 

ita  ut  si  illa  integrabilis  existat  casu  /*— n,  integrabilis  quoque  ^it 
casu  /ziz  —  n — 1.     Jam  pro  illa  aequatione  ponatur 

u  zn  A  sin.  X  0)  +  B  sin.  (X  -h  2)  aj  +  C  sin.  (X  h-  4)  co 
-f-  D  sin.  (X  -4-  6)  0)  -4-  etc. 
et  facta  substitutione  in  aequatione 

2ddu     _.  ,     hfdu    .  ,      ^  -       rt 

-3-T-  cos.  03  -4-  -1  —  sm.  03  -4-  2  gr  w  cos.  oj  ~  0  , 
reperitur 
— XXAsi.CX- 1  )u-(X-t-2)2Bsi.(XH- 1  )w-(X-»-4)2  C8i.(X-+-3)w-(X+ 6)'Dsi.(X-i-6)« 

— 2XA/  -XXA  -(X-i-2)'B  -(X-4-4)*C 

-+-Asf  -^-^Xkf  _+-2(X-(-2)B/  -*.2(X-^4)C/ 

-2(X-(-2)B/  -2(Xh-4)C/  -2(X-+-6)D/ 

-4-A^  H-Bjgr  h-C^ 

H-Bj/  -+-C^  H-Dgr 

Oportet  ergo   sit  gzzzW^^X/^    tum    vero,  coefficientes   a^sumti 

ita  determinantur 

T3__X/A_     p  —  (X+i)(/~i)B     ,x_cx-f-2)c/::l)_c   ^ 

Statuamus   ergo   gr  m  /n  m  —  /*/*,   ut   fiat   X  n:  m  —  /*,    et   aequatio- 
nes  nostrae  sint 
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l^-  -  "-^^  tang.  0,  ^  [m  m  -  C/-i-  iflv-  0, 

existcnte 

w 

i/  zz:  t;  cos.  (0  •'^"^  ^  seu  t;  zn mT' 

cos.  oi  "^  "^  * 

Quoniam  nunc  series  nostra  abruropitur,   quoties  est  /  numerus  in-  , 

teger,  percurramus  casus  simpliciores. 

I.  Sit  /=:  0  ,  erit 

X  —  metB  —  0,  CzzO,  ctc. 
ideoque 

.     .  ,       A  sin.  m  &> 

"  =  A  8in.  mtaeivzzi  -^^-. 

II.  Sit  /=.  1 ,  erit 

X— m— 1    et  B  =  ^^*J-,  C  — 0,  eic. 
crgo 

^ziCm^  1)  sin.  (m— 1)0) -f-(m~  i)sin.(m-f-*)a),et?'i: 

seu  -  zz:  m  sin.  m  oj  cos.  o)  —  cos.  m  w  sin.  co. 


cos.  w^  ' 


Iir.      Sit  /—  2  ,  erit  X  =  m  —  2,   ct 

m-l-1      '    ^ '2(m-\-2)  (m-+-l)(m-f-2J    '    ^^  ^'    ^^^' 

hinc 

^  —  (m-f- 1 )  (m  -f-  2)Sini  (m  —  2)0)  -f-  2  (m  —  2)(m  -f-  2)sin.  m  co 

—  (m  —  1)  (m  —  2)  sin.  (m  h-  2)  oj, 

indeque  i;  ~  — ^— r  scu 

2^  ~  (m  m  —  2)  sin.  m  w  cos.  2  o)  h   2  (^;i  m  —  -i)  sin.  ;;i  co 

—  3  m  cos.  m  o)  sin.  2  o). 

IV.      Sit  /  —  3 ,  erit  X  zz:  m  —  3  ,   et 
j3^3>i^3M   c-?i?L~?)fi   D-^-'^^^^     E—  0      etr 

Ergo 
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-r-t-(»i-t  I)(m-+2)(;n4  3)sin.(m-3)6)+-3(/n-!-2)(mm-9)sin.(m-l)a) 

a 

-K(m— l)(m — 2)(m— 3)sin.(m-»-3)a)-^3(m-2)(mm-9)sin.(m-i-l)a) 


existente   u  ~  — ^-^, 

cos.  w^ 


V.      Sit  fznA^  erit  X  —  m  —  4,   ac  reperitur 
ji:-f-(m-Hl)(m4-2)(m-h3)(m-+-4)sin.(m-4)a)-*-4(m-i-2)(m-f-3)(mm-16)8in.(m-^ 
H-(m— l)(/n— 2)(m— 3)(m-4)8in.(m-h4)w-f-4(m— 2)(m— 3)(mm-16)sin.(m-+- 

-^  6  (mm—  9  )(mm'^  16)  sin.  / 


existente   v  ~  — ^ 


cos.  w*  *• 


unde  ratio  progressionis  per  se  est  manifesta.  Notari  autem  con- 
venit  si  posuissemus 

0  m  A  cos.  X  03  H-  B  cos.  (X  -4-  2)  o)  h-  C  cos.  (X  h-  4)  o)  h-  etc. 
easdem  coeflicientium  determinationes  prodituras  fuisse,  ex  qua  hl 
duo  valores  conjuncti  integrale  completum  exhibebunt;  quod  etiam 
ex  forma  inventa  colligitur,  si  modo  loco  anguli  m  6J  generalius 
scribatur  m  (u  -+-  a. 

Scholion    2 . 

3  6  5.      Pluribus   autem   aliis   modis   eadcm   aequatio  ^ 

iractari,  et  ejus  integrale  per  series  exprimi  potest,  unde  alii  casus 
integrabilitatis  obtinentur.  Ad  hoc  primum  notetur,  posito  w~sin,  oj^ 
fore 

^^  zz:  X  sin   u)^~*  cos.  oj ,   hincque 
^  ^  tang.  0)  —  X  sin.  co'^ ,   et 

Y^  —  X  (X  —  l )  sin.  w^  "" ^  cos.  ti}^  —  X  sin.  oj^ 

—  X  (X  —  1)  sin.  0)^""^  —  XX  sin.  oj'^. 
Hinc   si   ponamus 
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uriAsin.  w^-f-Bsin.  a)^  +  *-+C  sin.  w^ +^*-4-D8in.(«)^  +  ^-f.ctc. 
facta  substitntione  adipiscimur 

oz:X(X-l)Asi.a)^-^-i-(X-t-2)(X-f-l)B8i.w^H-(X-t-4XX-+-3)Csi.a)^*-»-etc 

— XXA  — (Xw-2)'B 

2X/A  -i-2(X-*-2)/B 

gA  H-^B 

unde  sutni  oportet  vel  X  n:  0   vel  X  ~  1 ,  tum  vero  erit 

XX-2X/-g   1        C  (X+2?-2(X-t-2)/-g  p    -,c 

"  — '  (X+T)(x+2)  ^'  ^  —  — (xT3r(x+4)       **'  "^' 
hinc  duo  casus  evolvi   convenit 


B 
C 
D 

E 


B, 


X  —  0, 

-   1.2  -^' 
■  4  — A/-g 

3.  4 
_16  — 8/-g^ 

56         ^' 
_  36  — 12/— g 

7.S 

etc. 


D, 


B 
C 

D 
E 


— Ts —  ^ 

25--10/-g  p 

6.  7  ^  ' 

49  — 14/-g 


8.9 


D, 


etc. 


-f-  (fir  —  2/—  l)i;=:o, 


lntegx*atio  ergo  succedit,  quoties  fuerit  g  zn  i  i  —  2  i/^  denotante  i 
numerum  integrum  posiiiVum.  Quare  cum  posito  uznv  cos.  d}^-^^^ 
aequatio  transformata  sit 

aao;  2(f+i)dv  , 

T^^ T^ —  ^ang-  ^ 

haec  ideoque   et  i!la  erit  integrabiiis,   quoties  fuerit 

g=Xi'+-  l)'  +  2  (/+  D/, 

quos    binos    casus    ita    uno     complecti    licet,    ut    integratio    succedat, 

dum   sit  g  ZH  i  iz^2  i  /. 

Scholion     3. 

3  6  6.        Eidem    aequationi    adhuc    inhaerens,      cum    posito 


u 


cos.  0)    ,   sit 
3_tt 

d  u  . 

a"^  tang.  0) 

ddu  __ 


X  cos.  oj       *  sin.  0) ,   ideoque 


Voi.  iir. 


—  —  X  cos.  0)^     ^  -+-  X  cos.  cd^,  et 
X  (X  —  1)  cos.  0)^     ^  —  X  X  cos.  oj^. 
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statuo  . 

u— A  cos.  (o^  -t-.B  cos.  (j)^+^-f-  Ccos.  a)^"^*-i-Dco8.  to^^+^-f-  etc. 
ct  factfr  substitutione  orietur 
0-X(X- 1  )Acos.aj^-2H-(Xi-2XX-»-  <-)B  co84u^-KX-H4)(X-h3)Ccos.w^+^-i-etc. 


-  2X/A.  — XXA 

— 2(X-i-2>/B 
— 2X/A 
-t-^A 
Gportet  ergo  sit  vel  X  ~  0  vetX 

et  ambo  casus  ita  se  habebunt 

X=:0, 


-^(X-«-2)*B 
— 2(X-h4)/C 
-4-2(X-t-2)/B 

n  2/4-  i,  tum  vero 

(X+2)'-2(X+2)/-g  j. 

■  (X+4)CX+3-2/)      "'    *^*^' 


B 
C 

D 


2(1+2/)  "' 
4-4/— gp 

4(3-2/)    "' 
l6-j-8/--gp 

6(5  —  2/)    ^' 

etc. 


B 
C 
D 


Xz=2/-|-  1 

i  +  Hf  —  g  . 

2(2/+3)     ^^ 

9  +  6/  — g   -p 

4(2/+53    ^' 
2S  +  10/-g 

6(2/-f-7)  ' 

etc. 


Ex  griori  integratio  succedit  si  grnr  4  iNk  —  4  t/,  ex  posteriori  si 
Sr— :(2i-4-l)  -f- 2  (2  i  H- 1)/,  qui  casus  cum  iis,  qui  ex  trans- 
formata  nascuntur  juncti,  eodem  redeunt  ac  in  §.  praec.  inventi. 
Omnes  ergo  hactenus  inventi  integrabilitatis  casus  huc  revocantur, 
ut  posito  gznmm  —  //,  sit  vet  fziz  ±:  £,  vcl  m  —  i-^f^  hoc 
est  vel  y~  ^i  i,  \e\  fzn-^^^i^yn.  Caeterum  hi  posteriores  ca- 
sus  etiam  ex  prima  resolutione  (§•  36  4)  sequuntur,  ubi  series  quo- 
que  abrumpitur  si  X  —  —  i,  ideoque  g:=zmm  —  ff~  ii  —  2  if 
ergo  i  — f^^i^^i  ct  transformatione  in  subsidium  vocata/zzr^iHh-m. 
Contra  vero  casus  primo  inventi  in  resolutionibus  posterioribus  non 
occurrunt. 

Problema     5  9. 

367.      Concessa  hujus  aequationis  integrationc 
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invenire  aequationem  hujus  formae 

pro   qua   sit 

.=©)+r(g)+... 
ubi  F,   G,   H;  P,   Q,  R;  et  r,  s  sunt  functiones  ipsius  x  tantum. 


Solutio- 

Cum  sit 

(55)— (sn^^^  +  ^fslifs^  +  sC^T).  oi' 

(|;)  =  F  (|g)  +  G  (I)  +  H  ^,  erit 

z'  B^'^  \   p  /3**^     ,    d¥  /ddv\  dG  /di^N  _,     dH  . 

Mxa>V  ^  Vdx»;  "^  ax  WV  ■+■  dHi  \Si)  "^  dx  ^'    ^^- 

+  G  -f^H 

V  dx»  ai>  V ""  ^  vax*^  "^  dx  ^d^/  "*"  d^  \3^J  "♦-  aic"5  Vax/  "*"  ax»  ^- 

gao  2dH 

9x  dx 

H 
Deinde   vero  ob 


(S)+'-(g)+^v.  fit 


0=(l?)+^©)+^(s)+l->. " 


/d^a\         /3*t;\  /d'v\    .    2(hr  /Bdv\       ddr /Bv\       Bds 

2df 


^  -  ax 


Hi»  jam  substitutis  necesse  est,  ut  omnes  termini  afFecti  per 

©.  ©.  (^.  (a).  "  " 

«eorsim  evanescant  unde  sequentes  resultant  aequationes 

34* 


268 


C  A  P  U  T     V. 


ex 

(I?) 

/ddv\ 

(l-D 

V 


I.  F  =  P, 
II.   GH-?gH-Fr 

2dG        ddF 

"^  8x  "^  dx» 

2dH  •    ddC 

ddH 


III.  H 
IV. 
V. 


P/-,-t-Q, 

-  rap 


ax» 

rdH 


Hr 

« 

H* 


G^ 

rdG 

dx 


dx 


F.zz:P(5-^»^-^Qr 


__  n  /S^J       adr 


Gj=P( 


dx^dx 


Bx 


R 


dr 
dx 


)+Rr, 


dx»"^  ax  ^  ''"  — *  ajja 

Ex  prima  fit  P  —  F ,  ex  secunda  Q  —  G 

rdf — 2Fdr 

dx 


p^-t-Qi-:^R*. 


dx 


f ,  et  tertia 


R 


dx       *     9x'  dx       / 

qui   valores  in  binis   ultimis  subslituti  praebent 


2dli     ,     BBG  rao— oar 


rSdF  23Fdr  259^—2^3» 


d3H 


dx- 

+ 
r3H 


dx 

rr3F-h2Fr3r 


ax» 

Fddr 


dx  dx» 

sddF — 2d¥ds — Fdds 


dx  dx^ 

5(r3F-f-2Far)  

dx  — 


dx^ 
I  0  et 

2sdO—Gd5 
dx 


dx 


0, 


quarum  illa  sponte  est  integrabilis,  praebens 


2H+^  —  Gr 

*     dx 


rd¥—fBr 
dx 


—  2  F^  -f-Frr  — A; 


deinde   binis  illis   aequationibus  ita  repraeseniatis 

aa.Fr       2a.Fs 


dd.Fs 


dx 
£     d.Frr 
r 


•"    dx    ^  dx^ 
2sdG-Gds 


d.  Gr     ,     2aH 


dx^       *     r  '     do: 

vel   adeo   hoc   modo 

ad.(G-Fr) 


dx 


dx 


dx 
BdH 
dx» 


0 


0, 


dx 


d. /-(G 


-Fr)  +  2  a.(H  —  FO=i 

r^8F— G^*— 2  jDG-hr3H 
ultima  vero  ita  repraesentari   potest 


0 


3d.(H— Fs)        -  T-      7 

—^'^ — '-t-2F4^r 


0, 


dd 


^— ^— 2*a.(G-Fr;-aj(G-Fr)-+-ra.(H-F^)  — 0. 


\ 

\ 
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Quod   si  jam  prior   per  H — F^    haec    vero  per  —  (G  —  F  r)  mul- 

tiplicetur,   summa  fit 

(H-F033.(G-Fr)H;G-Fr)33.(H-F0  -  (G  -  F  r)  (H  -  F  ^)  3  r  z=:  0. 

H-  2  (H  —  F  j)  a.  (H  —  F  ^)  —  r  (H  —  F  5)  a.  (G  —  F  r) 

-H  2^(G  -F/-)a.(G— Fr)-t-(G-.F/-)*a5    —  r  (G  —  F  r)  3.  (H  —  F  0 
cujus  integrale  manifesto  est 

(H--Fs)3.(G-FO^^^(G^Fr)a.(H--F0  ^  (H  -^  F  .)^  ^  (G  -  F  rf  S 

~  (G-F/-)(H  — F^)rz:B; 
integrale  autem  prius  inventum  est 

^-^^  — (G-Fr)r4-2(H~F^)=::A, 
quae  per  K  —  F  s  multiplicata  et  ab  iila   subtracta  reiinquit 
—  CG-Fr)a^(H^F^)  _  (H~F^)">H(G~Fr)"^irB-A(H--F5), 

sicque  habentur  duae  aequationes  simpliciter  differentiales,  ex  quibus 
binas  quantitates  r  et  ^  definiri  oportet,  quibus  cognitis  etiam  fun- 
ctiones  P,  Q  et  R  innotescunt. 


CoroUarium     1 . , 

3  6  8.      Si  sit  F  —  1 ,   G  in  0   et   H  zz:  0 ,    aequationes   in- 
ventae   erunt 

unde  d  x  eliminando  fit 


dr  d^^z-^rr^  dr         '        a  +  25^rr 


•> 


cujus  resolutio  in  genere  vix  suscipienda  videtur.  Sumtis  autem 
constantibus  azO  et  6z:0,  aequatio  "j^  zz:-^-^,  posito  szzrrt, 
transit  in 


rdt+2tdr  _       ft—f  rdf  ^3tt4-t 

dr       — 2/-1'   ^^"   TF  —  TT-i 


\ 


> 


/ 
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unde  fit 

T  —  TcsT^  —  ~r  "1"  31-1'  " 

Corollarium    2. 

3  6  9.     Pro    eodem  casu   singulari    ponamus    3( — 1 


ut  liat 


3o[u        .        3oauii 


Jam  ob  a  —  0    est 

A        dr      .  dr  3Br 

"  -^ rr— 2i  ""■  rrCl  — 20  rr(l  — 2it') 

dr du  2)1  du 9tt(l  — 2«') 

rr  ~~3at(u  3a      """         3c<ii«       ' 

ita   ut  sit 

3  X  ~  — -—  ,   hincque 

i  =  f3  — ax  et  ai=,j^;     , 
ubi   quidem  saha  geneL^alitate   sumi   potest 

.(3=0    et«  =  ^, 
unde   fit 


L 


w  c  "«'-h-c'" 

Tandem   ergo  colligitur 

r  =  .,  Q=o  ct  R  =  _L^j:=:_i£Ci;j^^^i:). 
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CoroUariuin    3 . 

3  70.      Proposita    ergo    aequatione  (^-^^zr^gp),    cujus    in- 

tegrale  est 

t;  —  r  :  (X  -4- «/)  +  A  :  (o:  —  y>, 

hujus   aequationis  integrale  assignari  poterit 
/99 g\  /99 g\    I    6jg(2c^— «*) 

est   enim 

^  —  ^?^\ «_     ^^*     /9v V  ^^       3y 


Scholion     1 . 

3  71.      Haec  pro  casu 

F  rz  1 ,  G  rz:  0   et  H  zr  0 , 

multo  facilius  atque  generalius  computari  possunt  pro  quocunque 
valore  quantitatis  a,  dum  sit  6  iz:  0,  tum  enim  altera  aequatio  sta- 
tim  dat 

a'     rds-r^sdr      .  . 
X  — ,  hmcque 

—  r  — r 

ex   quo   prima  aequatio  hanc  induit  formam 

9r  2r     ,         ^ 

Ponamus  rzz: ^ ,  fiet 

dt^^^  —  ttdx  -^adxzziOy  j 

cui   particulariter  satisfacit 

Statuatur  ergo 
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ac  prodit 

3m  +  3^+  2  ud  X  y/  azn  0, 
quae  per  e^^^^  multiplicata  et  integrata  praebet 

ideoque 


2xVa 


2Va  ""  2Va 


1  2e^^^^ya  2]/a 


u 


r 


aa:  (n  —  c^x/a^ 

71  (ar  /a-|-  1)  -f- e^x/a  (^.  y' „ — ,  d  ' 
ac  propterea 

*        /1(37  1/«-+-  1)  -f-«2*>^"(a;>/a^  1)* 
tum  vero  postremo 

Pn:— i,  Q— 0   et  Rzz— §^=z-2rr-.--H2a, 

'       '^  OX  X  ' 

seu 

—  2  a(/2n  — 4  n  a  x  x  e^''^'' -^  2  n  ^^*^'^ -4- e^*>^^) 


R~ 


[/2(a:/a-4-  l)4«g3«)/a  (ar/a—  1)]^ 
—  2  a(/2  — e^*^'^)^--!-  8  naxxe^""^^ 


[nCx  }^  a^  1)  ^e^''^''  {X  /a~  1)]^ 
Si   jam    sumatur    a    evanescens    et    ;z  zz:  1 -f- |  a  c"^  j/ a,    formulae 
ante  inventae  resultant.      At  si  a  sit  quantitas  negativa  puta  az:  —  m^, 
capiaturque   nziz:  ^^_  i~^^   reperitur 

— mmx(Peos.mx-4-asiii.ma:)  __  —  mmjrcos.(mx-h7\i 

M       •■■■•■^         ,  ^  __         .    ■ ±. 1.1.    I       ■  — I  .  I  .         ■       — — 1^— i^MMSJi— ^ 

'  •"""  Pcos.mx+asin.mx  — mx(acos.mx  — (3sin.mac)  ■"     c68.(mx4-7) — mx8in.(mjc-py) 
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ct 


s 


cos  (nix-|-7)  —  wixbjn.^mx  1-7)' 

indeque 

R.  2mm[co8..(marrf"7)*4-mma*x] 

[cos.(mx-h7)  —  mxsin  (mx-^y)]^^ 

Quantitas   R   reducitur   ad   hanc 


R 


[n(l  -i-x/a)  e-^>^^  —  (1  --.  o;  |/  rO  ^'''^'']^/      x 
quae   forma   sumto   a   valde   parvo   abit   in 

Snaaxx — 2a[n —  i  — (n -+- 1  )x]/a-^-^~axx — -^ -ax^V  a-f-etc.]^. 


R 


""  [/7—1  —  ^  {n  —  l)  a  X  X  -h  ^  (n  -^  i)  a  x^  y  a] 

Statuatur   n  —  1  -[-  l3  «  |/  <^ ,   ut   sit 

n  —  1  zi:(3a|/a  et  n  --h  i  zz:  2  ~  ^  a  \/  a,   erit 

8/iaaa:x  —  2a  (^ay^a —  2  o?  }/a — 13  aa  o:  ^^>^-^~^. —  ^ax^ya)^^ 

(j3  a  ]/  a  —  i  |3  a  a  x  a:  y'^  a  -+-  I  a  j:^^^  )/  a/ 
ubi   numerator   fit 

8  aaxx  -^  8  ^a^  xxy^ a — 2a(P|.3a^  —  4^aax  — .  2  |3|3a^a:|/a) 

-+-  A  a  X  X  -j-  ^  a  a  x^ , 

ubi    cum   termini  per   a  a   affccti   se   destruant,   retineantur   ii   soli  qui 
per   a^    sunt   affecti,   erit   idem   in   denominatore   observato 

8  (3  a^  .T  —  I  a^  .r^  _    8  :r  (|3  —  I  x^) 

~      an^.4-fa:V     ~     ((3  ^  f  ^tr^^^- . 

quae  jam   facile   ad   formam 

reducitur,   sumendo 

3  |3—  2  r^,   ut   sit   |3  — fc^. 

Quare   hic   casus   oritur,   suraendo   a  evanescehs   et 

n—  1  -}-|c^a)/a. 
Vol.   IIL  3  6 


« 
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Scholion    2 . 


3  72.  Cum  evolutio  solutionis  inventae  sit  difBciUima,  ne- 
que  ulLa  via  pateat,  quomodo  ambae  quantitates  incognitae  r  et  5* 
ex  binis  aequationibus  erutis  definiri  queant,  in  scientiae  incremen- 
tum  haud  parum  juvabit  observasse,  idem  problema  per  repetitio* 
nem  transformationis  in  primo  problemate  hujus  capitis  quoque  sol- 
vi  posse,  neque  proinde  usu  carebit  has  duas  solutiones  inter  se 
comparasse.     Proposita  ergo  aequatione 

(g?)  =  FO  +  G(|)  +  H., 

ponamus  primo 

ac  p  ex  hac  aequatione  determinetur 

Fdp-f-Gp9a:  —  Ypp^x^iQ,  —  H)3a:zz:  0, 
ac  tum  ista  resultabit  aequatio 

O = '^  (s?)  *  ("5  *  ^  (fe)  ^  («  *  i  - '-^^^')  "• 

Nunc   pro    hac    aequatione    porro    transformando ,     statuamus    simili 
modo 

ita  ut  sit  quoque 

et  quarititate  9  ex  hac  aequatione  definita 

orietur  haec  aequatio 

CUJU8  quantltates  P,  Q,  R  ita  se  habent 
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p  jT     I     23G  ^  2Faf>— p9F     [     33  F     ,     2F3^— <y3F 

Cum  hac  ergo  solutione  convenire  debet  ea,  quam  posiremum  pro* 
blema  suppeditavit,  in   quo  cum  stalim  posuerimus 

/ddv\     ,         /3^\     I 

erit  utique 

rz=.p-^g  et  s:=z^-\-pq, 

unde  quidem  statim  valores  pro  P,  Q  et  R  manifesto  pfrodeunt 
iidem.  Vei*um  multo  minus  apparet,  sl  pro  r  et  ^  isti  valores  per 
p  t\  q  substituantur,  tum  Istas  binas  aequationes 

LC^lL^  —  (G  ~  F  r)  r  ^.  2  (H  —  F  ^)  zn  A  et 

ad  eas  quas   ante  invenimus  reduct 

^?  +  G;,-Fpp-H-f.C  =  0   et 

^^^     t     /n     t    ^\  ^       17^^       u       ^^        2F3i)4-f3F        -^ 

ita  ut  hae  constantes  C  et  D  ad  illas  A  et  B  certam  teneant  re- 
lationem.  Interim  patet  has  postremas  aequationes  multo  esse  sim- 
pliciores,  dum  prior  duas  tantum  variabiles  p  et  o:  complectitur, 
indeque  p  per  x^  cujus  F,  G  et  H  sunt  functiones  datae,  deter- 
minari  debet,  qua  inventa  quantitatem  q  simili  modo  ex  altera  ae« 
quatione  elici  oportet.  Verum  in  ambabus  superioribus  aequationi- 
bus  binae  variabiles  r  et  5  ita  inter  se  sunt  permixtae,  ut  nulla 
methodus  eas  resolvendi,  vel  adeo  ad  aequationem  inter  duas  tan- 
tum  variabiles  perveniendi,  habeatur*  Cum  igitur  certum  sit  prio* 
res  solutu  difficillimas  ad  posteriores  multo  faciliores  ope  substitu- 
tionum  assignatarum  perduci  posse,  sine  dubio  methodus  hanc  re- 
ductionem  efTiciendi  haud  contemnenda  subsidia  in  Analysin  esse  al- 
latura  videtur. 

35* 
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Scholion     3. 

3  73.  Cum  adeo  consensus  harum  duarura  solutionum  ma* 
xime  sit  absconditus,  casum  specialem  accuratius  perpendi  expediet. 
Sit  igitur 

Fiizl^GmOetHirzO, 
•ac  binae   priores   aequationes   inter   r   et   s   has   induent   formas 

I.      =  -  -f-rr  —  2^  =  A   et 

II.  -^ \^s  s  —  rr5-f-A\s~B, 

posteriores  vero  istas 

III.  ||-pp-fC  =  0   et 

quas  cum   illis  certum   est  ita  cohaerere,   ui  sit 
r—pA-q  et  ^rz^^-f-p^. 

Ut  saltem  consensum   a  posteriori   agnoscamus,    sit   C~  —  mm   et 
tertia  dat 

^  ^  —  - — f-r^  >  hinc 
a:  ~  —  Ang.  tang.  —   et  p  mzz:  tang.  m  o:. 
Hinc  cum  sit 

||zz:mm+pp,  erit 

s  zzz  mm  -^  pp  -h-p  q  -rzi  m  m  -^  p  r  zzz  m  (m  ^^   r  tang.  m  o:)  , 
qui  valor  in  I.  substitutus  dat 

-g^  -H  r  r  —  2  m  r  tang.  m  x  —  2  m  m  ~  A ,   seu 

^zz:  r  r  —  2mr  tang.  m  x  —  2  m  m  —  A , 
secunda  vero  ob 

5v-  ~  -3 —  tang.  m  X  -{ 5 

dx  ax  ^  '    cosmx* 
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abit  in 


#"99    %*  ^v  f 

— g-^—  tSLYig.  m  X  ZIL  m  r^  ^^nfi-  "^  x  -—-  2  m  m  r  r  tang.  m  o:^ 

—  m(AH-2  mm) /tang.  mx  —  iir  —  Amm  •  B, 
ex    quibns   d  r   eliminando   fit 

B  ~  A  m  m  -|-  m  • 
Pro   quarta   vero    ob 

7  nz  r  —  p  ~  r  —  m  tang.  m  o;, 
resultat 

dr 

y  ~  r  r  —  2  m  r  tang.  m  a^  —  ;/i  7?2  *— •  D, 

ita   ut  sit 

D  ~  m  m  -f-  A. 

Consensus   ergo  nostraruni   aequationum   in   hac   constcintium  rcIatitmQ 
consistit,  ut   ob   mmzzz  —  C    sit 

D  —  A  —  C   et   B  —  —  C  (A  —  C)  ~  —  C  D. 

In   genere    vero   etiam   eaedem   relationes   locum    habent,    nam   si   III 
et   IV.    in   unam   summam    colligantur,   ob 

C-t-D  —  A   et  p  -hq  zzzr,   erit 

-  +Gr-F.-F/./7-- FV7-2H -•--+--./ -4- A—O, 


dx     ^  dx  '  '  ''  dac  d 


cum   vero   sit   ^    nz  s  —  pg^   fit 


^^l^lrJP,    .Gr  —  Frr—  2  H -^  2  F  s  -h  M—  0  ,   scii 

OJC  * 

^J.9pYi:l  _  (G  —  F  r)  /•  -i-  2  (H  —  F  s)  —  \, 

OJC 

quae    est    ipsa    aequatio   prima.     Porro    aequatio    III.    ob   ^zns — pq 

dat 

Ps^Fpr-\-Gp — H4-C=i:0,  seu  C=z:H— -Fj~/;(G  — F/), 

quarta   vero  reducitur   ad   hanc   formam 

'l^-^G.g-.f}-Fgg-n-'^^^Fs-^Fpg-^^,'!^.D=zO, 
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8CU 

a.(Fr-G) 


a^       4-V(G  —  Fr)  — H-t-Ff  4-0=0, 
hincque 

D  =^^1^- 9  (G  -  F /•)-{- H  -  F^, 
ex  quibus  concluditur 

C  D  — (H  -F.)  MG-Fr)  ^  y  (G  -  F  r)  (H  -  F  ^)  -h-  (H  -  F  j)* 

—  e^^^f/^-^^-t-p^^G-FD^-^^G-Fr^^H-FO- 
Ex  secunda  vero  haberaus 

j^  _(G-Fr)a.(H-FO         (H-Fyia  fG-  Fr)         .jj  _  F^)* 

-f-(G  — F/-)(H--Fj)r  — (G  — Fr)'^, 
quibus  expressionibus  conjunctls  fit 

CD4-B a.(H  — F5) j)9.(G^Fr) Bp(C  — Fr) 

G  — Fr dx  dx  dx 

d.jll  —  Ts)  —  d.p(G-Vr) ^ 

—  dlT  — "' 

siquidem  est 

CmH  —  F^— ;>(G  —  Fr), 
ex  quo   etiam   in  genere  est 

B=:— CD  et  A=iCH-D- 

Interim    tamen    hinc  non   perspicitur,    quomodo    ex    aequationibus    I. 
et  II.   binae  reliquae   IIL   et  lY.  derivari  queant. 

Scholion    4 . 

3  74.  Omnibus  his  diligenter  pensitalls  manifestum  fiet,  to- 
tum  ncgotium  ope  substitutionis  satis  simplicis  confici  posse.  Quod 
quo  facilius  ostendatux*,  ponamus  brevitatis  causa 

G~Fr=:RetH— F5z::S, 

ut  habeantur  hae  duae  aequationes 
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I.     A=r|5- ^4-5^4-2  S, 

TT         T>  R3S-SdR  HRR     ,     GRS  ^^ 

"•       -^—  d^ F— +-T SS, 

ex  quibus  duas  quantitates  R  et  S  erui  oporteat ,  dum  F,  G,  H 
sunt  fuQctiones  quaecunque  ipsius  x^  at  A  et  B  quantitates  con- 
stantes.  Ad  hoc  adhlbeatur  ista  substitutio  S  zzzC  ^  R  p  ita  ad- 
ornanda,  ut  binae  illae  aequationes  coalescant  in  unam,  in  qua 
praeter  x  unica  insit  nova  variabilis  p^  deinceps  per  methodos 
cognitas  investiganda.      Hinc  ob 

3S~Rdp-+-p3R  habebitur 


I.      A^'^-9fi^^^2C^2Rp, 


dx  F       »       F 

nx, RRdj)  C3R  HRR     ,     CGR     ,     GRR<) 

•        ^ dx  dx  F       ^       F      ^        F~ 

—  CC^-2CRp--RR;>p, 
unde  primo  climinando  d  R ,  concluditur 

B  +  ACrz:?^+^-  +  CC  —  — JJ5  ~RR;,p, 

dummodo  crgo  constantem  C  ita  assumamus,  ut  sit  CCzzB-f-AC, 
per  divisionem  etiam  ipsa  quantitas  R  tolletur,  resultabitque  haec 
aequatio 

cujus  resolutio  ad  methodos  magis  cognitas  pertinet.  Cum  igitur 
ista  methodus  maximi  sit  momenti,  seqiiens  problema,  etiamst  ad 
primam  partem  caleuli  integralis  sit  referendum,  hic  adjicere  ope<- 
lae  pretium  videtur. 

Problema     6  0 . 

3  75.     Propositis  hujusmodi  duabus  aequationibus  differentia- 
nbus 

I.      Or=:5^-+-F-4-Gy4-H3 -l-Ij/y-f-Kys-l-Lzz, 


dx 
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ubi  F,  G,  H,  etc.  P,  Q,  R,  etc.  sint  functione«  ipsius  a:,  metho- 
dum  exponere   has   aequationes,   siquicfera   fieri   licet,   resolvendi. 

Solutio. 

Methodus  indicata  in  hoc  consistit,  ut  ope  substitutionis 
z  ZHZ  a  -^y  V  ex  illis  aequationibus  una  elici  queat  duas  tantum  va- 
riabiles   x   ct   v   implicans.      Quoniam   igitur   est 

yd  z  —  zdy  —  yyd  V  —  ady, 

ex   I  X  <:i  -f-  11.   nascitur   haec   aequatio 

0— >gf-j-P-f-Qy-f-Rz-f-Sr/y-f-TysH-Vzz 

-f-aF  A-aGy  --i-ayiz-^alyy-i-^aKyz  -f-aLss, 

quae,  loco  z  substituto  valore  a-\-yVy  ita  exhibeaiur  secundum 
potestates   ipsius  y 

0=:^'-t-2/°[P4-aF  +  a(R-haH)-^-aa(V-f-aL)j 

J^y2[Q^aO'^viR-^a}l)-^a(J'^aK)-{'  2az;(VH-  aL)] 

4-y'[S4-aI  +  i;(T-+-aK)-hfi^(V-+-aL)], 

nuncque  efficiendum  est,  ut  tota  aequatio  per  yy  dividi  queat. 
ideoque  partes  per  y^  et  y^  affectae  evanescant.  Ex  parte  ergo 
y^   Reri   oportet 

p  ^  a  F  -4-  a  (R  -f-  a  H)  -+-  a  a  (V  -f-  a  L)  —  0 , 

ex  parte  autem  y^ ,  quia  v  est  nova  variabilis  in  calculum  inducta, 
hae   duae    conditiones   nascuntur 

O  -+-  a  G  -f-  a  (T  -4-  a  K)  ri:  0  et 

R4-aH-|-2a(V-f-^L)—  0, 
unde   prima   dabit 

P  4-  a  F  —  a  a  (V  4-  a  L)  —  0. 
Conditiones   ad   istam  reductionem   requisitae   sunt  hac   tres 
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I.  P -+-aF  —  tf  a(V  4-aL)=:  0, 

II.   Q4-aG -f-a(TH-aK)=:  0, 

III.  R  4-  fl  H  -f-  2  a  (V  +  «  L)  r=  0 , 

unde  vel  P,  Q  et  R,  vel  F,  G  et  H  commode  definiunlur. 

His  autem  conditionibus  stabilitis,    totum  negotium  ad  reso- 
lutioncm  hujus  aequationis  revocatur 

Oz=^-+-S-haI  -f-v(TH-aK)-Ht/i/(V-f.aL), 


quae  duas  tantum  continet  variabites  a;  et  t;,  ex  qua  v  per  x  de< 
terminari  oportet.  Cum  deinde  posito  z  ~  a  -f-  y  v  prima  aequa- 
tlo  induat  hanc  formam 


0=J^-|-F-f-aH-|-«aL-+-s^(G4-Ht'-f-aK-h2aLt/) 

secunda  vero  istam 

0  3=^— ^4-P-hoH-haaV-f-f/(Q-hRt;-haT-h2aVf) 

-+-yy(S -hTi; -h  Vvt;), 
seu  hioc  «uperiorem  per  yy  multiplicatam  subtrahendo 

0  =  ^jl^-h  P -h  »R  4- «aV -f-y  (Q  H- Rt; -I- aT -h  2aVt;) 


—  yy(Ia-faKt;-haLt;t;), 
quae  quidem  .ctun  illa  congrult,  ut  natura  rei  postulat. 

Corollarium    1 . 


sHae 


376,     Si   ergo   hujusmodi   binae   aequationes  fuerint  propo* 

0  =  f^4-F4-Gy-hH«-hIyy-hK«/z4-Lz«, 
0  = 


dbt 

3:!£^^— ^F-aGy— aHa-^S|/y-f-Tyz-4-V»« 

-ha^L  —  aaKy  —  2  aahz 

4-aaV  —  aTy—  2  aYz, 
Vol.  III.  36 
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facto  zziz  a  ^yv^  primo  resolri  debet  haec  aequatio 


dx 
ttnde  definita  v  per  x^  hanc  aequationem   traotari  oportet 

0  zzTg^H-FH- aH -f-aaL-f-y  (G  H- aK) 'f- j^y  (I-hK  i; -f- L  i;  t;) 
H-vy^H-f-^aL), 

quo  facto  habebitur  quoquc  zziza  -+  v  y. 

Corollarium    2 . 

3t7.  Si  F-iA,  KzrO,  L  =  0,  Hrz~2  6,  V  =  ^  et 
T=.— G,  casus  supra  §.  3  74.  tractatus  resultat  harum  aequa» 
tionum 

0=:g-f-A-|-Gj/— 2  6z  +  Iyy, 

0  =r^^^^— aA-f-Syy— Gyz-f-*z2, 

-I-  rt  a6, 

ubi  G,  I  et  S  sunt  functiones  quaecunque  ipsius  07,  et  resolutio  ita 
se  habet,  ut  posito  «rza-f-yi;,  hae  aequationes  successive  de<- 
beant  expediri 

0=^-f-S-|-aI  —  Gi;-|-6t;i;et 
OmfJ-f-A—  2a6-f-y(G  —  26t;)-f-Iyy. 

Corollarium    3 . 

378.  Evidens  e«t  postremam  aequationem  nuUa  laborare 
difBcultate,  etiam  in  genere  dum  sit 

P -f- a  Jf -f- a'a  L  =  0 , 

prioris  autem  solutio  in  promtu  est,  si  sit  vel  S-f-aTzirO,  vel 
"V^iaL—O» 


CALCULI  INTEGRALIS 


LIBER   POSTERIOR. 


PARS    PRIMA, 

SKU 

INVESTIGATIO    FUNCTIONUM    DUARUM    VARIABILIUM    EX    DATA 
DIFFERENTIALIUM    CUJUSVIS    GRADU5    RELATIONB. 

SECTIO    TERTIA, 

INVESTIGATIO    DUARUM    VARIABILIUM    FUNCTIONUM    EX     DATA 
DIFFERBNTIALIUM    TERTII    ALTIORUMQUE    GRADUUM   RELATIONB. 


36 


*i* 


CAPUT     L 

D  E 

RESOLUTIONE   AEQUATIONUM   SIMPLICISSIMARUM 
UNICAM   FORMULAM  DIFFERENTIALEM 

INVOLVENTIUM. 


Froblema       61. 

379* 

Xndolem    functionis   binarum   variabilium   x    tt  y   indagare,     si    ejus 
quaepiam  formula  dliferentialis  tertii  gradus  evanescat. 

S  o  I  u  t  i  o. 

Sit  z  functio   illa  quaesrta,    et   cum  ejus  sint  quatuor  formu* 
lae  differentiales  tertii  gradus 

(ixv»  (dx"d>/'  Cdi"d>v  ^^  \SyO^ 
prout  quaelibet  harum  nihilo  aequalis  statuitur,  totidem   habemui  ca« 
sus  evolvendos. 

1.      Sii  igitur  primo  (^)i=:0,  et  sumta  y  constaulc  pnma* 
integratio  praebct 

tum  simili  modo  secunda  integratio  dat- 

unde  tandem  fit 

:^zz ix  X  Y  '-1/  -i^ X  A  : y  -i-X  '-Vy 
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ubi  V-y^  t^-y  ^t  2^2/  denotant  functiones  quascunque  ipsius  y^ 
ita  ut  ob  triplicem  integrationem  tres  functiones  arbitrariae  in  caU 
culum  sint  ingressae,  ut  rci  natura  postulat. 

IL  Sit  (aiIy-)^0,  ac  pt-inio  bis  integrando  per  solius  x 
Tariabilitatem  reperitur  ut  ante 

(g)=:«r:y-4-A':». 

nunc  autetn  sola  y  pro  yariabili  habita,  adipiscimur 

2=a?r:y-f-A:y-f-X:a:, 

quandoquidem  apices  signts  functionum  inscripti  hic  semper  hunc 
habent  signiiicatum,  ut  sit 

/byY^-y^Y-y  et  /dy  £^':yz=.L:y. 

IIL  Sit  Cg^^-gTi)  ii:^  0,  et  quia  hic  casus  a  praecedente  non 
differt,  nfsi  quod  binae  variabiles  x  et  y  «inter  se  siiit  permutatae, 
integrale  quaesitum  est 


IV.     Sit  (^)  n::  0 ,   et   ob   similem  permutationem  ex   casu 
primo  intelligitur  fpre 

s  nr  |y^  r :  ^  -f  •  y  A :  a:  4-  2  :  a:. 


Corollarium      l.   ' 

38  0.  Tres  functiones  arbitrariae,  hic  per  triplicem  integra- 
tionem  ingressae,  sunt  vel  ipsius  x^  vel  ipsius  y  tantum;  omnes 
tres  sunt  ipsius  y  tantum  casu  primo  (^)  ^  0 ,  ipsius  x  rero 
tantum  oasu  quarto  (^-^)  =  0 ;  duae  vero  sunt  ipsius  y  et  una  ipsius 
X  cftsu  secundo  G~a§^)  ^  ^ »  contra  autem  duae  ipsius  x  et  una 
ipsius  y  casu  tertio  (5^;^)  =  0 , 
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Corollarium     2 


3  8  1 V  Porf o  obaerrasse  jurabit,  si  ejuadem  yariabilis  puta  x 
duae  pluresTo  occurrant  functiones  arbitrarlae,  unam  quidera  abso- 
lute  poni,  alteram  per  y  multiplicari ,  tertiam  vero  si  adsit  per 
\yy%  ^^u  quod  eodem  redit,  per  yy  multiplicatam  accedere. 


Corollarium      3. 

3  8  2.  Perpetuo  autem  tenendum  est  has  funciiones  ita  ar- 
bitrio  nostro  relinqui,  et  etiam  functiones  discontinuae  seu  nulla  con* 
tinuitatis  lege  contentae  non  excludantur.  Scilicet  si  libero  manus 
tractu  linea  quaecunque  describatur,  applicata  respondens  abscissae 
X  bujusmodi  functionem  T\x  referet. 


S  e  h  0  I  i  0  n      i. 

3  83.  Minus  hic  immorandum  arbitror  transformationi  for- 
mularuin  diiferentialium  altioris  gradus ,  dum  loco  binarum  variabi- 
lium  X  tX  y  aliae  quaecunque  in  calculum  introducuntur,  quoniam 
in  genere  expressiones  nimis  fierent  complicatae  vixque  ullum  usum 
habiturae,  tum  vero  imprimis  quod  methodus  has  transformationes 
inTeniendi  jam  supra  (§.  229)  satis  lucqlenter  est  tradjta.  Casum 
tantum  simpliciorem,  quo  binae  novae  variabiles  t  ti  u  loco  .t  et  t/ 
introducendae  ita  accjpiuntur,  ut  sit 

tzzzfkx  -k-^y  et  MinYrr-f-Sy, 

hic  quoque    ad    formulas    differentiales   altiores  accommodabo.      Cum 
igitur  viderimus   esse, 

pro  formulis  primi  gradus 


2S9 
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H   pro  formuli^  sccnndi   gradua 


'Hd* 


ddx 


■(f.t)  = 

/  ddz\ 

(Bdz\  . 


crit  pro   formulis  tertii   gradus 

0=»'(*)*'«V(^)  -3«Y'(,|gO-v'(^!) , 

(^,-.)=«P*(5?)^<P|3y*2a(35)(J|.)*«.S'H.jp>J)(^,)-KV3'(:^. 


es) 


(»%)=«'P 

(s£=)  =«(3' 
(P     =P* 


et  pro  formulls  quarti  grndus 

3a'Y5-f-3ct(3v" 
a*5*r*-4a/3y5+f3"y* 

3af35'+3(3*v5 
-.-6|3*5' 


a'5-f-3a*^V 

2a'(35-H2ap'v 

3a|3'5-H(3V 
-»- 4(335 


s 


-t-4av 

-KSay^S-^f^y* 
^ay^^+a^Sy^S 
z5^H-3(?v5* 
-h4(35^ 


(du*) 

+-v'^ 

t-V'5' 
4-v5* 
♦  5* 


tinde   simul    lex   pro  altioribua  gradibua  elucet:    pro   ibrmula  acilieet 

mxnj  ^^   coefficiemes    ikiem  sunt  ^ui  oriuntur  cx   cro- 
lutione  hujua  formac 

aiquidem  termini  aecundum  poteatatea  ipnua  v  diapoaantur. 


CAPUT      L  2^9 

S  c  h  0  1  ]  o  n      2. 

3  8  4.      Haud  alienum  fore    arbitror   evolutionem  istius  formu« 
l&e  ex  principiis  ante  stabilicis  accuratius  docere.      Sit  igitur 

^  =  (a-4-  Y  ^)"*  (l3  +  ^  ^)"*» 
ac  ponatur 

^:z:A  +  Bt;-4-Ci;^  +  Di;^-f-Ei;*4-Fi;^-f-  etc. 

ubi  quidem  primo  patet  essc  A  —  a^  (3'* ;    pro    reliquis  vero  coeffi- 

cientibus  inveniendis^    sumtis  difTerentialibus  logarithmorum ,    habebi- 

mus 


ds    m7 

sdv  "~  a-pyv 

-f-p+jv»  »deoquc 

m 

^[«f3-h<a5H-f3v)«'- 

|-  Y  5  V  v] 

—  s 

Im^y  -^na 

5  -f-  (m  -4-  7i)  Y  5  r]  ir:  0 ; 

ubi  sl  loco  j  serie^  assumta  substituatur ,  orietur 

haec  aequatio 

0r:apB-i-'2a/3Ct; 

-t-3a^Di/* 

-f-4af3Ev* 

-»-5Af3Fv*H-etc. 

-»-a5B 

H-2a5C 

-t-3a(^D 

-H4a5E 

-^|3yB 

^-2f3YC 

A-apvD 

-+-4PyE 

-^v5b 

-t-^yJc 

-i-S-yto 

— in^y  A^-m^yB 

—mpYC 

—m^yD 

— mp^E 

— naSA.  — Tia^B 

— /ja5C 

—nctSD 

-naJE 

unde  qmlibet  coefiiciens  ex  praecedentibus  ita  definitur 

Azna^^fS'', 

^  — ^^A, 

l^  —  (m-i)^y+^2)a^ p  (m+nr"l)7g  « 


3a(3  ^  ^^  3ap 

V  (m— ajPv-Kn^-a^gg-  ^  (m4-n-2)7g'  p 

efc. 
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His'  igltur  coefficientibus  inventis,  si  ponatur 

transformatio  formulae  differentialis  cujuscunque  ita  se  habebit,  ut  sit 


dt  "*+" 
3/*+» 


Froblcma     62. 

385.  Indolem  funcUonis  binarum  variabilium  x  et  y  inve- 
stjgare,  si  eju6  fbrnmla  differentialia  cujjiscunque  gradus  evanescat». 

« 
S  o  1  u  t  io. 

Ex  iis  quae  de  formulis  differentiafibus  tertii  gradus  nihilb' 
aequatis  ostendimus  in  praecedente  problemate,  satis  perspicuum  est 
solutionem  hujus  problematis  pro  fbrmulia  dilferentialibus  quarti  gra* 
dus  ita  se  habere. 

L     Si  sit   d^jzro,  erit 

z  —  a;' T:  y -1- aj' A  :  Sf -I- a?  2  :  y -f- 0- :  y. 
"•     Si  sit  (5^)  =  0 ,  erit 

^  =2  x^  r  :y -^ X  ^  : y  -^^  :  y  4-0':a:- 
m.     Si  8it  (gAj-)  =  0 ,  erit     . 

2  =  a?  T:  y -t- A  :  y  H- y  2  :  X -+- 0  :  a:.- 
^^'     Si  8it  (^)  =  0 ,  erit. 

s  =  r  :  y -f- y*  A  :*a: -f- y  2  :  a: -|- 0^:  a;. 
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V.      Si  8lt  (l^!)  =  0 ,  erlt 

unde  simul  progressus  ad  altiores  gradus  est  manifestus. 

Corollairium      i. 

386.  Cum  hic  quatuor  functiones  arbitrariae  occurrunt,  to- 
tidem  scilicet  quot  integrationes  institui  oportet,  in  hoc  ipso  crite- 
rium  integrationis  completae  contiuetur^ 

Corollarium2. 

38  7.  Quin  etiam  vicissim  facile  ostenditur,  formas  inventas 
acquationi  propositae  satisfacere.  Sic  cum  pro  casu  tertio  invene- 
rimus : 

sz=:xr:y^A:y-f-y2:x  +  0:ar, 
difierentiando  hinc  colligimus 

Primo  (^)=:T:y^yi:':x  +  e':x, 


deinde  (||)  =:y:L'':x^  O'' :  x, 

qtiarto  (5|^a)  =  0,  ^ 

codcmque  pervenitur,    quocunque  ordine  differentlationes,    vel  solam 
X  vel  solam  y  variabilera  sumendo,  instituantur. 

S  ch  0  lion      1. 

3  8  8.  Hactenus  unam  formulam  differentialcm  nibilo  esse  ae- 
'qualem  assumsimus,  calculus  autem  perinde  succedit,  si  hujusmodi 
formula  functioni  cuicunque  ipsarum  x  tt  y  aequalis  statuatur: 
quemadmodum  in  sequentibus  problematibus  sum  ostensurus.  Hoc 
tantum  inculcandum  censeo,  si  V  fuerit  functio  quaecunque  binarum 
Tariabitium  o:  et  j/,  tuijiyV^a?   id  denotarc    integralc,    quod    obti* 

3  7* 
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nctur  81  sola  x  pro  variabifi  habeatur,  in  hac  vcro  formula  /Tdy 
solam  y  pro  variabili  haberi :  quod  idem  tenendum  est  de  integra- 
tionibus  repetitis  veluti  f^oc/y^x^  ubi  in  utraque  sola  x  variabt- 
lis  assumituv,  in  hac  y tro  f^yfYdx^  postquara  integralc  yVdjj 
ex  sola  ipsius  x  variabilitalte  fuerit  erutum,  tum  in  altera  integra- 
tione^  fdyf^^x  solam  y  variabilem  accipiendam  esse.  Et  cum 
perinde  utra  integratio  prior  instituatur,  etiam  hoc  discrimen  e  mo- 
do  signandi  tolli  potest,.  hocque  integrale  gemioatum  ita  ffVdxdy 
exhiberi:  hincque  intelligitur ,  quomodo  has  formulas 

fffydx^dy,  stuy^Ydx^dy  et/^^+^^vax^^Dj/», 

jnterpvetari  oporteiit;  hic  scilicet  signo  integrationis  f  ihdices  aufB- 
gimus,  prorsus  uti  signo  difTerentiationis  d  suf6gi  solent,  quippc 
qui  ixidicant,  quoties  integratio  sit  repetenda* 

S  c  h  0  1  i  0  n      2: 

3^8  9»  Singulas  has  integrattones  rcpetendas  ita  institui  hic 
irssumimus,  ut  nulla  relatio  inter  binas  variabiles  a:  et  ^  in  subsi- 
dium  vocetur/  quae  circumstantia  ep  diligentius  est  animadvertenda, 
cum  vulgo,  ubi  talibus  integrationibus  opus  est,  calculus  prorsus 
diverso  modo  institui  debeat.  Quodsi  enim  proposito  quopiam  cor- 
pore  geometrico ,  ejus  soliditas  seu  superficies  sit  investiganda  per 
duplicem  integrationem  hnjusmodi  formula  ffVd^dy  evolvi  debet, 
existente  V  ccrta  functione  ipsarum  x  ct  y;  ubi  quidem  primo 
quaeritur  integrale  / V  3y  spectata  x  ut  constante;  at  absoluta  in- 
tegratione  ad  terminos  integrationi  praescriptos  respici  oportet,  dum^ 
scilicet  altero  praescribitur ,  ut  hoc  integrale  y  V  D  y  evanescat  po- 
tito  y  izi  Q,  altero  vero  id  eo  usque  extendendum  est,  donec  y  da*j» 
tae  cuipiam  functioni  ipsius  x  aequetur.  Tum  vero  postquam  hoe 
integrale  fYdy  isto  modo  fuerit  determinatum,  altera  demum  inte- 
gratlo  formulae  dxfYdy  suscipitur,  in  qua  quantitas  y  non  am- 
pUttS  inest,  dum  eju»  loco  certa  quaepiam  functio  ipsius  x  cst  sub* 


k 
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stiluca,  eaque  formula  jam  revera  unicam  variabjlem  x  complectitur. 
Hic  ergo  prima  integratione  absoluta,  variabiUs  y  m  functionem 
jpsius  X  abire  est  censenda,  quam  propterea  in  altera  integrationC) 
ubi  X  est   variabilis,    minime  -ut    constantem    spectare    licebit.       £x 

■ 

quo  patet  hunc  casum  toto  coelo  esse  diversum  ab  iis  integratioiH* 
bus  repetendis,  quas  hic.  contemplamur,  ad  quem  propterea  hic  eo 
minus  respicimus^  cum  ista  peculiaris  ratio  tantimi  in  formula 
y^y^Ydxdy  locum  babere  possit;  reliquis  vero  ubi  alterum  diffc- 
rentiale  dx  vel  dy  saepius  repetitur^  adeo  adversetur.  Quam  ob 
causam  hinc  omnem  relationem,  quae  forte  peracta  una  hitegratione 
inter  binas  variabiles  x  et  y  statui  posset,  merito  rcmovemus. 

Pr  o  b  I  e  m  a      63. 

« 

3  50.  Si  formuia  quaepiam  differentiali»  tcrtii  altxorisve  gra- 
dus  aequetur  functiom  cuicunque  binarum  variabilium  :ir  et  ^,  indo- 
lem  functionis  z  definire. 

S  0  I  u  1 1  o. 
Sit  y   fbnctio  quaecunque  binarura  variabilium  x  et  y,  et  in-* 
cipientes    a    formulis    teilil  ordinis    sit   primo   (^)rz:V,    et   posita 
sola  X-  variabili  erit 

©z=/vax-hr:y: 

tam  vero  porro 

ac  denique 

s  iz:/^  V  5  «' -f- 1  a;*  r  :  y -4- a?  A  :  y -+-2  :  S»; 
Simili  modo  patet,  si  fuerit  (5^5-)  —  V  fore 

ac  si  ait  (g^?;)— V,  erit 
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'Z  zzij^  ydxdy^-^r:y-\~y£^:x  -h^2 :  x ;  denique 
8i  sit  (p)=:V,  erit 

z^pYdy^  4-y*r:a:-f-yA:ar-f-!E:a:. 

Eodem  modo  ad  formulas  altiorum  graduum  progredientes ,  reperie- 
mus  ut  eequitur: 

8»  sit  (|^)  =  V,  fore 

3=/*  V  a  X* -f- a;' r :  y  H- a;' A  : «/ -H  a?  2:y  4- 0  •  y. 
«  ait  < J!|)  =  V,  fore 

z  z=:f  Vaa;5dy-f-a?'r:y-ha;A:y-h2:«/-H©:  a:, 
z:=zf^ydx*dy*  -4-a?r  :y-^^  :  ^H-yS  :  x  -hO  :  *, 


»•  «t  (a!!^)  =  V,  fore 
2=/* Vaa?ay3 _^r  :y-hy^A:  x-^yZL  :x-^e  :  x, 

6i  sit  (|^.)=:V,  fore 
zz=/* Vay*  H-^' r  :  a? -f-y' A  :  374- j^X  ;  a: -K0  :  a; , 
neque  pro  altioribus  gradibus  res  eget  ulteriori  explicatione. 

Corollarium      1. 

391.  Quemadmodum  slgnum  integrationis  in  primo  libro 
usitatum  jam  per  se  involrit  constantem  per  integrationem.  ingredl- 
entem,  ita  quoque  hic  functiones  arbitrariae  per  integrationem  in- 
gressae  jam  in  formula  integrali  involvi  sunt  censendae,  ita  ut  non 
sit  opus  eas  exprimere. 

t 

Corollarjum      2« 

392.  SufBcit    ergo    pro    aequalione  (^3)  —  V  integralc  tri- 
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plieatum  hoc  modo  dedisBc  z—J^Ydx^,  quae  form»  jam  potestate 
complectitur  partes  supra  adjeetas' 

a?  a:  r  :  sf  4-  X  A  :  y  -H  2  :  y , 
quod  idem  de  reliquis  est  tenendum; 

C  0  r  0  1 1  a  r  i  u  m     S. 
393.     Si  ergo  in  genere  haec  habeatur  aequatio 


ejus  integrale  statim  hoc  modo  exhibetur 

quae  potestate  jam  mvolvit  omxies  illas  functiones  arbitrarias .  numcro 
m-^n  per  totidem  integrationes  invectas. 

.    S  e  h  a  1  i  o  n. 

3  94.  Hi  casus  utique  sunt  simplicissimi ,  qur  ad  hoc  reve- 
rendi  videntur,  pro  magis  autem  complicatis  vix  certa  praecepta 
tvadere  licet,  cum  ista  calculi  integralis  pars  vix  adhuc  coli  sit 
eoepta..  Interim  tamen  jam  intelligituF,  m  aequationes  magis  com^ 
plicatae  ope  cujusdam  transformatienis  ad  has  simplieissimas  revo- 
care  liceac ,  etiam  earum  integrationem  in  promtu  esse  futuram, 
quod  quidem  negotium  hic  non  copiosius  persequendum  videtur. 
Progredior  igitur  ad  casus  magis  reconditos,  eosque  ita  compara- 
tos ,  ut  ope  aequationum  inferiorum  ordinum  expediri  queant ,  unde  I 
quidfem  msignis  methodus  satis  late  patens  colligi  poterit ,  qua  sae^ 
pius  haud  sine  successu  uti  licebit.  Neque  tamen  in  hac  pertrac- 
tatione  nimis  diffusum  esse  convenit,  sed  sufBciet  praecipuos  fontes 
adhuc  quidem  cognitos  patefecisse. 


rihMMi 


CAPUT    II. 

DE 

INTEGRATIONE    AEQUATIONUM    ALTIORUM    PER 

REDUCTIONEM    AD    INFERIORES. 

Problema      64. 
396. 

JL  roposita  hac   aequatione  tertii  gradua  (^-*)  zn  a^  Zj    indolem   fun- 
ctionis  z  investigare. 

S   o  I  u  t  i  0. 

N, 

Fingatur    huic    aequationi    sasisfacere    haec    simplicior    primi 
gradus 

et  cum  hinc  differentiando  obtlneatur 
hincque  'porro 

cvidelis    est    quaesito    satisfieri,     dum    sit  n'  — a^,    id  quod   tripllci 
modo   evenire  potest 

I.     ?in:a, 

U.      n — a, 

III.      n=z^'^^=^a. 
Pro   quolibet  ergu    valore    quaeratur    integrale  completum  acquationis 
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(||)  zzinz^  et  tria  haec  integralia  conjoncta  praebebont  integrale 
completum  *  aequationis  propositae  •  Cum  aulem  in  aequatione 
(||)=:nz  quantitas  y  constana  domatur,  erit 

d  z  zn  nzd  X .^    seu   -^ziznd  x ^ 

unde  fit 

/zrrnx -4-/rry,    seu  «zr  e**r  :y. 
Tribuantur  Jam  ipsi  n  temi  ralofes,  eritque  pr6  itequatidne  proposita 

zzize^^T  :y^e         «  .       A:y  H-e         2        T:y. 

Cum  autem  sit 

^mV  —  1  -~  cos. m  -4-  }/  —  1  .  sin.m , 
erit  fuhctionum  arbitrarium  formam  mutando 

zzz:e^^T:y-^e  cos.  ~- .  A:y-4-e  iin.=^'^:y, 

Corollarium      1. 
§.    39  6.      Integrale  hoc  etiam  ita  repraesentari  potest 


iax 


lMC/3 


z=:e^^r  :y^e  A:y.  cos.  (??f "  +  Y)  , 

denotantc  Y  functionem  quamcunque  ipsius  y. 

CovoIIarium      2. 

39  7.  Quia  tiibus  integrationibus  est  opus ,  et  in  singulis 
quantitas  y  ut  constans  tractatur;  secundum  praecepta  libri  primi 
haec  aequatio  d^z^rza^z^x^  resolvatur,  ct  loco  trium  constantium 
funcliories  quaecunque  ipsius  y  introducantur ;  unde  eadem  solutio 
clicitur. 

P  r  o  b  I  e  m  a      65. 
3  9  8.     Proposita  hac  aequatione  cUjuscunque  gradus 
Vol.  III.  38 
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ubi  litterae  P,  Q,  R,  S,  T,  etc.  functiones  denotant  qaasctmqne 
binarmn  variabilium  x  et  y^  indoleni:  ibnctionis  z  definire. 

S  o  i  u  t  i  o. 

Cum  in  omnibus  integrationibus  instftuendis  quantitas  y  per- 
petuo  ut  constans  spectetur,  haec  apquatio  inter  duas.tantum  varia- 
biles  X  et  z  consistere  est  ceqsenda.  Quare  per  praecepta  iibri 
primi  haec  tractanda  ^t  aequatio 

cujus  resolutio  si  succedat ,  tantum  opus  est ,.  ut  loco  constantium 
per  singulas  integrationes  invectarum  functiones  quaecunque  ipsius 
y  scri^ntur ;  sicque  habebitur  integrale  desideratumi  idque  -comple^ 
tum  siquidem  hanc  aequationem  complete  integrare  licuerit. 

Corollarium      i. 

39  9.  Si  ergo  litterae  P,  Q,  R,  S^  etc.  sint  constantes,  vel 
solam  variabilem  y  involvant,  integratio  semper  succedit ,  quoniam 
in  primo  libro  hujusmodi  aequationcs   in  gcnere  integrare  docuimus. 

Corollarium      2. 

40  0.      Deinde  etiam  resolutio  succedit  faujus  aequationis 

Az -f- B:r  dl) -4- Ca:»  @) -4- Dx' (l^  +  etc.  m  0 , 

sive  litterae  A ,  B  ,  C  ,  etc.  sint  cpnstantes  sive  functiones  ipsjus 
y  tantum.  •  .  . 

C  0  r  0  1 1  a  r  i  u  m      3. 

401.  Tum  vero  etiam  si  hae  formae  non  sint  aequales  ni- 
hilo ,    sed  functioni  Quicunque   ipsarum  o?  et  t/  aequentur ,    resolutio 
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nihilo  minus  succedit,  per  ea,  qUae  in  posir^mis  capitibus  libri  pri* 

mi  sunt  exposita. 

.  •  -   .  ... 

SchoHon. 

40  2.  Haec  etiam  multo  latius  extendi  possunt  ad  omnes 
plane  aequationes,  iu  quibus  nullae  aliae  formulae  differentiales  prae* 
ter  has 

(ID  '  (l^)  '  ^)  '  ^^^' 
quae  solam  x  ut  variabilem  impUcant  occurrunt.  Quomodocunque 
enim  istae  formulae  cum  quantitatibus  finitis  x^  ytiz  fuerint  compli- 
catae ,  aequatio  semper  ad  librum  primum  pertinere  est  censenda ; 
quoniam  in  omnibua  integrationibus  instituendis  quantitas  y  perpetuo 
nt  constans  tractatur.  Confectis  demum  integrationibus  discrimen 
in  hoc  consistit,  ut  loco  constantium  arbitrariarum  functiones  arbi- 
trariae  ipsius  y  in  calculum  introdueantur.  Supetfluuni  foret  hic  mo* 
nere ,  quae  de  altera  variabilium  y  sunt  dicta ,  etiam  de  altera  x 
csse  intelligenda.  * 

P r ob  l e  ma      6  6. 
4  0  3.      Proposita  hac  aequatione 


iavestigare  indolem  functionis  z. 

* 

S  o  1  u  t  i  o. 
Facile    patet    huic    aequationi    satisfacere    hanc    aequationem 
simplicem  (^^)— as,  unde   fit   s  —  «^* ;  statuamus  ergo  z:=ze^v 
eritque 

•  ©  =  e"  [«  t,  4-  (U)]  .  0  =  ."  ©  , 

hincque 

38  * 
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c«*[a«t;^-2a(|;;)-+-(||)]  et 


qulbu8  valoribus  substitutis  et  divisa  aequatione  per  ^^ ,  habebimus 


Quia  nunc  hic  ubique  occurrit  (g^,  faciamus  (g~)  zz  m,  erit 

cujus  imegralei  est 

f :  (y  —  6  rr)  zz  M. 

Scribamus  ergo 

w±=(g)=~6r:(j/-6aJ). 

ut  prodeat 

v  zn  r  :  (y  —  ix) -I- A  :  y, 

ideoque  integrale  quaesitum  erit 

z  =  e«  [r  :  Cy  —  6x)  -f-  A  :  y]  , 

qufie    forma  ob  duas  functiones  arbitrarias  utique  est  integrale  oom- 
pletum. 

Problema      67. 

404.     Proposita  hac  aequatione 

0  =  (a  -f-  26)  z  -  (2rt  4-  3b)  (|?)  -h  <^  4p  4-  a  (|||) 

indolem  functionis  z  investigare. 

S  o  I  u  t  i  0. 

Aequatio  haec    ita  est   comparata  ut    ei    manifesto    satisfaciat 
5  —  «*,  statuamus  crgo   z  —  c*  r,  eritque 
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^i-+^0->-  (I?)] .  O  *  ^"  o  -  & 


qtubns  valoribns  substitiiUs  cmergU  haec  satls  simplex  aequatio 

m  qua   commode  eTenlt  ut  in  singulis  terminis  formula  (^) »   con. 
tineatur,  quare  posito  (|^)  =z  u,  prodit  haec  aequatio  primi  gradus 


ex  qua  patet  si  ponatui- 

esse  debere 

(a  -f--  36)  M  -f-  6/1  -f-  c^  —  0, 
quae  ita  resolvitan 

Cum  posito  a  -f-  36  iz:/'  sit 

hp  /u  ... 

9m  =  />dx   -  ^^^  —  -^^,    seu 

sicque  necesse  est  ut  sit  -^   functio  ipsius  x ^ ,    unde  fit 

l  u   -^    -^  zn  i:   (^c  X    —    b  y)    et 

Jam   ob  y  constans  spectandum  ,    prima  integratio  dat 


-j=i?^ZT 


I  «TTl 


—  :  t 


a    • 


s   X. 


Ir  ^ 


.       J^ 


^S' 
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per  eam  nraltiplicata  integrabiils  evadat.     Quaeratnr  ergo  multipU- 
cator  M  ftanulam 


Qdx-\-Pdy\ 
integrabilem  reddens,  ita  ut  sit 

/M  iQdx  4-  Pdy)  =  s, 

quam  ergo  fuactiooem  s  ipsarum  a:  et  y  inveniri   posse   lissumo 


et  ob 


Qdx  -h  Pdy  =   ~ 

habebhnus  du  z=:  ^-^ ,    unde  patet ,    ^^  fundtionem  denotare  quan- 

titatis  s.     Posito  ergo  j^  zzzT^:rzs^   statim  erit  m  zi:  F  •  ^,    hinc- 

que  vzijdxjdxY^^s^  in  qua  utraque  integratione  quantitas  y  ut  con- 
stans  spectatur.     Quocirca  resolutio  problematis  ita  se  habebit. 

Fro  farmula  differentiali  Q^x-^Pdy  quaeratur  nlultiplicator 
M  eam  reddens  integrabiiem ,    ut  sit 

et  invenla  hac  ipsarum-<t  et  y  functione  ^  ,    erit 

S  c  h  o  i  i  0  n. 

406.  In  isiis  aequationibus  hoc  commodi  usu  venic,  ut  facta 
substitutione  zzn  e^v  cjusmodi  induant  formam  ,  quae  faciie  porro 
ad  speciem  simplicem  in  prlma  sectione  consideratam  revocari  queat, 
etiamsi  enim  differentialia  tertii  gradus  non  sint  destructa ,  tamen 
reliqua  membra    ista  e    caiculo  excesserunt ,    ut  deinceps  nova  sub- 

stitutione  (3-5)  zi:  m  uti ,  ejusque  ope   ad  aequationem  differentialem 

primi    gradus  perveniri    licuerit.      Unica    igitor   substitutio    hoc  prae- 
stitura  fuisset,  si  statim  posuissemus  zzzi  e^jyudx^.      Utinam  prae- 
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cepta  haberentur,  quomm  ope  hujusmo^i  eUbstiUitioQet  facile  digno- 
$ci  possunt!  Interim  postremo  problemate,  maito  tatsiii  patente, 
in  subsidium  yocato  §•   209.  resolri  poterit. 

t 

P  r  ob  l  e  ma     69. 

40  7.     Proposita  hac  aequatione  diiTerenfiati  tiftrtii  gradu» 
0  :=  (P -f- Q)  s  ~  C2P  ■+- 3Q)  (^ -t- (P -^  3Q) (g)  -  Q  (|^!) 

—  R(f5)  ^2R(^)         -.RC*'* 


ubi  P«    Q  et  R   sint  functiones   quaecunque  datae   ipsarum  x  et  y^ 
inrestigare  indolem  functionis  s. 

S  0  1  u  t  i  o. 

Eadem  adhibita  substitutione  z^zne^v  ^    qua   hactenus   sumus 
usl ,   aequatio  proposita  transmutatur  in  sequentem 

0  =  P  (||:)  -  Q  O  -  R  (^.^) . 

ubi   commodc   evenit,    ut    posito    i~)  zzzu^  ijsta   resultet    aequatio 
diflerentialis  primi  gradus 

0   z=  P»«  —  Q(|)   -  R(g), 

unde  qualis  ipsarum  x  tx.  y  functio    sit  u  est  inquirendum.     Pona* 
mus  esse 

duzzzpdx^q^y, 
et  quia  jam  illa  conditio  praebet 

Pu  =:  Qp   -f-  R^, 

secundum    artificium    supra    §.   2  09.  usurpatum   fprmcmus   hinc    tres 
sequentes  aequationes 
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• 

Ldu        =: 

=:  Lpdx       +  t^dy* 

MPuBx  ■- 

-  ^Qpdx  -V-  MRgdxi 

NPm^    z 

=  ^Qpdy   4-  NR^ay, 

305 


quae  in  unam  summam  collectae  dabunt 

Ldu  ^Vu  (Mdx  +  Nay)  =  p  [(L  ^  MQ)  dx  -h  NQ  aj/] 

r/  [(L  -h  NR)  ay  -H  M  R  a  a:]  , 


ubi  cum  tres  quantitaies  L,  M  et  N  ab  arbitrio  nostro  pendeanty 
inter  eas  statuatur  primo  ejusmodi  reIatio,*ut  binae  partes  posterioris 
membri   communem  obtineant  factorem  scilicet 

L  4-  MQ :  NQ  =  MR  :  L  ^-  NR  ,  6eu  L  n:  --  MQ  ~  NR  , 

et  habebimus 

—  du  (MQ  -f.  NR)  4-  Pu  (Mdx  h-  N^y)  z=  (M^  —  N/))  (Rdx^  Q  dy). 

Quaeratur  multiplicator  T  formulam  Rdx  —  Qdy  reddens  integrabi- 
lem ,  ut  sit 

T  (Rdx  —  Qdyy-zr,  ds  , 

ex  quo  tam  functio  T  quam  s  ut  cognita  spectari  poterit,  et  quia 
nunc  habemus 

—  du  (MQ  -^  NR)  H-  Pu  (Md:x:  ^  N?i/)  =:  (M^  —  N/>)^' ,  seu 

du  P  (M3x  H-  Na>) fip  —  M^      ^  ds  ^ 

u  MQ  -H  NR       u  (MQ  -4-  NR)  *  T  ' 

Nunc  cum  P  ,  Q ,  R  sint  functiones  datae  ipsarum  x  ei  y  ^  probe 
notandum    est   inter   binas   nondum    definitas    M    et  N  semper  ejus- 

modi    relatiouQm  statui  posse,  ut  formula  —^c^z^^n      integrationem 


MQH-NR 

admittat;  sit  ergo  ejus  integrale  ~luj,  ita  ut  sit 

du  dv)  ^^        Np  —  M^  -\ 

V  ^  "^  T  u  MQ  -f-NR)  •  ^ 
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Necesse  ergo  est  quantkates  ;r  fet  ^  ita  sint  comparatae,  ut  fiat 


Nf — M^ 


hincqwe 

l  u  nz  Iw  -f-  f :  ^, 


if  :s. 


Loco   f:^  scribamuis   lYis^  ut  pi-odeat 

ac  propterea 

V  zzLf^iofw  'dxV  \s  -+-  a:  A  :  z/  +  2  :  t/. 

Consequenter  • 

s  —  e^fdxfw  'dxT  :s  -^  e^  x  A  :  y  -H  ^*  2  :  y^ 

« 

Corollarium      1. 

4  0  8.  Ad  hanc  ergo  solutionem  ex  forma  proposita  statim 
eruendara,  primo  quaeratur  ejusmodi  ftihctio  ipsarum'  o:  et  t/ ,  qliae 
vocetur  s^  ut  sit 

ds  —  TCR.dx  —  Q^  dy)  , 

id  quod  expedietur  multiplicatorem  T  investigando^  quo   formula  dif- 
fcrentialis  Rdx — -  Q5j/  integ^rabilis  reddatun 

< 

porollarium      2. 

40  9.  Praeterea  vero  quoque  quantftatem  w  investigari  opor- 
tet.  In  hunc  finem  inter  quantitates  M  ct  N  ejusmodi  rationem 
indagari   convenit,   ut   fiat 

•^         MQ-f-NR        ^    ' 

quae  qqidem   investigatio   semper   est   concedenda. 

S  c  h  o  I  i  o  n. 

410.  Gum  statim  totum  negotium  eo  sit  perductum  ,  ut 
Amctio   u  ex   hac   aequatione  definiri   debeat 
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P«    —    O    (^")    -I-   R   (|Ji), 

sine  ambagibus  ,  quibus  in  solutlone  sum  usus ,  solutio  sequenti 
modo  multo  facilius  nbsolvi  poterit ,  id  quod  insigne  supplementum 
in   sectionem   primam   suppeditat.      Statuatur 

(^^   —    LM/e     et    {\''-)   ~   LNz^  , 

d  X  d  y  ' 

eiit    prinK) 

V    z=z   L  (MQ    -H   NR) ,    hinc 

p 

J^    —    jmq:^^,^.     deinde   ob 

f)u   zz:   dx   (^J^)    -f-  ^i/  (3"),     habebimus 

ubi  M  et  N  ita  accipi  opartet,  ut  integratio  succedat ,  quod  cum 
innumeris  modis  fieri  possit,  solutio  hinc  completa  obtineri  est  aesti*- 
raanda.  Verum  dum  casus  integrationis  particularis  constet ,  multo 
commodius  inde  solutio  completa  sequenti  ratione  elicietur.  Posito 
scilicet 

10      MQ  -h  NR       ' 

ita  ut  valor  ipsius  w  pro  u  sumtus  jam  particulariter  satisfaciat> 
sitque 

'^    ^d  y  oy 

Statuamus  pro  valore  completo  u  zz:  w  T  :  s ,  et  facta  substitutionc 
consequimur 

PwT  :    y  =   Q  (|^)  r   :  ^  +  R  0  F  :  s 

-h   Qw  (l'j  r   :   5  +   Rw  (Ip  r  :  s, 
quae   aequatio   subito   in   hanc   contrahitur 

Q  (|j)   -4-  R  (|-;)  rz:  0  , 

ex  qua   conchidimiis 

3  9  • 
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(|i)=TR  et  (|i)z=-TQ, 
ac  proptcrea 

a^=:T(Rax~Qat/)^ 

nnde  patet  hanc  quanthatem  s  inveniri  ex  formula  Rdx  —  Qdt/j 
pro  qua  primo  factor  T  eam  reddens  integrabiiem  quaeri,  tura  vero 
ejus  integrale  pro  s  sumi  debet.  Imprimis  igitur  hic  attendatur,  quam 
concinne  eandem  Bolutionem  elicere  liceat,  ad  quam  per  tantas  am- 
bages  perveneramus. 

Pr  oble  m  a   68. 
411.      Froposita  hac  aequatione  differentiali  quani  gradus 

Aincnont^  z  inventionem  saitem  ad  resolationem  aequationis  sim- 
l^licioris  reducere. 

So  I  u tio. 

Hanc  aequationem  attentius  contemplanti  mox  patebit,  ei  sa- 
tisfacere  hujusmodi  simpliciorem 

hinc  enim  per  y  differentiando  Rt 
ac  denuo  eodtm  modo 

.3f?v  r  .  3^g  ^ 

at  ex  ipsa  assumta  per  x  differentiata  prodit 
quo  valore  ibi  inducto  colligitur 

(5-,)    =1    bb    (5^)  , 

quae    forma  cum  proposita   congruit,    dum  sit  bb  —  aa,    quod   cum 
duplici  modo  evenire  queat 
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a    et    6  iz:  — ^  a , 
postquam  has  aequationes  simpliciores  resolverlmus 

(^  —   a  (||)  =:  0  ,    quae  praebeat  z  ~  V, 

Cg^)  +  «(af)  =^   0  ,    quae  praebeat  s  3i  Q, 

erit  pro   aequatione  proposita 

:3  =  P   +  Q, 

et  quia  tam  P  quam  Q  binas  functiones  arbitrarias  involvit,  integrale 
hoc  modo  inventum  quatuor  ejusmodi  functiones  complecietur,  ideo- 
que   erit  completum. 

C  o  r  o  1 1  a  r  i  u  m      1. 

412.     Solutiones  particulares  infinitae  facileeliciuntur,  ponendo 
z  —  c^*  -^  ^^  , 
facta  enim  subsiitutione  fieri  necesse  est 

v^  ziz  jULjUL  aa  et  jul  iz:  :n  "^^ ' 
Sit  yz^X  a,  erit  jul  —  +  XX  a,  et  integrale  satisfaciens 

C  o  r  o  1 1  a  ri  u  m      2. 
41.3.      Poni  etiam   potest 
z  —  e^  cos.  (yy    4-  a)  , 


unde  fit 


y*   ~   fjLiUL  aa 


ut  ante,  ita  ut   alia   forma  integralium   particularium   sif 

z  —   c— ^^***cos.  (Xaj/   4-  a). 

Hujusmodi    formulae    iniinitae    conjunctae    inlesrale    complelum   quasi 
exhaurire  sunt   putandae. 


■1 
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C  o  r  o  1  1  a  r  i  u  m       3. 

-114.       Eaedem    sQlutiqncs    reperiuntur  ,     poneodo    gciieralius 
z  —  XY,   undc   fit  ^m 

xa*Y  ^^^^^^ 

qua    aequatione    ita    repraesentala 

utrumque   membrum    eidcm    constanti    aequari  .debet. 

S  c  h  o  1  i  o  n. 
4lo.      Aequaiio    autem    ad    quamtotum    negotium    rcuuxiiuu^ 

ex  earum  est  numero,  quae  nuUo  modo  in  generi  resolvi  posse  vi- 
dentur  ,  ita  ut  in  solutionibus  parlicularibus  acquiescere*  debeamus. 
Aequatio  autem  proposita  non  in  mera  speculatione  est  posita,  sed 
quando  laminarum  elasticarum  ribrationes  quam  minimac  in  genere 
investigantur  ;  ad  hujusmodi  aequationem  quarti  gradus  resolvendam 
pervenietur,  quae  etiam  cflusa  est,  quod  haec  quaestio  non  perindc 
atque  cordarum  vibrantium  in  genere  adhuc  res/>lvi  poluerit.  Si- 
mili    autem   modo    facile    intelligitur,     hanc    aequationem   quarti.  gradus 

^3-^.5>  =  -  «  C'^^   -^  2  -  *  ^a  x>  +  ^  *  - 

reduci    ad    hann    geminatam    secundi    gradus 

(|7^>  ^  ±  «  ^aP  ±  /'^' 

neque  diffloile  est  alios  casus  a  postcriori  eruere ,  iibi  hujusmodi 
reductio    ad    gradum    infcriorem    locum   invcnit. 


CAPUT      IIL 

D  E 

INTEGRATIOiNE    AEQUATIONUM    HOMOGENEARUM    UBI    SIN- 
GULI  TERMINI  FORMULAS   DIFFERENTIALES  EJUSDEM 

GRADUS   GONTINENT. 

P  r  0  b  1  e  m  a    6  9. 

416. 

Aequationis   hornogeneae  secundi   gradus 

A  (3^)  H-  B  (53^)  ^- C  (3-,)  —  0 

integralcm,   seu   indolem    functionis   z  investigare^   denotantibus   litteris 
A,   B,   C   quantitates   quascunque    constantes. 

S  o  I  u  t  i  o. 

Hanc  aequatioHem  voc6  hbriiogeneam,  quia  formufis  difFeren- 
tialibus  secundi  gradus  constat  ,  neque  praeterea  alias  quantitates 
variabiles  involvit.  Ad  hanc  resolvendam  observo  ei  satisfacere 
hujusmodi   aequationem    homogeneam    primi    gradus 

W-+-«V^=/~Const. 
hac   enim   duplici   modo   per  x   ei  t/   differentiata   oritiir 

ddz       I  ddz 

dx-^  -r  Ci  (^^^^ 


•       OiTTv)  +  a  (A„a)  —  0, 


Jam    illa    per    A    hac    vero    per     -    multiplicata    junctim   propositam 
producent,   si   fuerit 
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A  «  -f-  ^  rz  B ,  seu 

Aaa  —  Ba+C=:0  ; 

unde  duplex  valor  pro  a  resultat,  quorum  uterque  per  aequatianem 
assumtam  dabit  partem  functionis  quaesitae  z.      C-um  igitur  sit 


dy 


patet    (^  )    functionem    esse    debere    ipsius    j/  —  a  o:  ,     qua    posita 
zzzV  :(z/  —  ax) ,  erit 

z~/a:-f-  r:(t/  —  a  or)  , 

denotante  J*  constantem    quamcunque.      Quocirca   aequationis   propo- 
sitae   solutio  ita  se  habebit.  Formetur   primo   aequatio   algebraica 

A  u  u  -+-  B  u  -+-€  ~  0  ^ 


cujus   faotores  simplices  sint 

w  +  a  et  u  -4-  p  , 
ita  ut  sit 

A  wzi  -4-  B  u  H-  C  —  A  (li  -f-  a)  (w  -|-  j3)  , 

tum  integrale   quaesituni  erit 

z  —fx  4-  r  :  (2/  —  ax)  H-  A  :  (i/  —  (3  :r), 

ubi    cum    prima    pars  fx  jam   in  binis  functionibus  indefinitis   conti 
ncri  sit  censenda,   ob  * 

f^—  f(y-^x)—f{y  -  3*) 

« 

succinctius   ita   exprimetur 

z  —  r  :  (t/  —  ax)  ^  A  :  (y  ~  |3.r), 
quod  ob  binas  functiones  arbitrarias  utique  pro   completo  est  haben- 
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dum :  unico  casu  excepto ,  quo  est  |3  rz  a.  Pro  quo  casu  statua- 
mus  ^  r=  a  -j-  da  ,    et  cum  sit 

^:[y  —  (oL-hdd)x]z=A:(y  —  ax)'—  xdaT^  :(y-^a.  x), 

quia  pars  prior  jam  in  membro  priori  cbnfinetur ,  et  loco  poste- 
rioris  scribere  licet  ajf  :  (y  —  arc)  ,  erit  pro  casu  f3  nz  a  ,  seu 
BB   zz   4  AC  ,    integrale 

z  z=z  T  w.iy  -r  ^y  -^  ^r  :  (y   —  ax).  . 


Corollarium      1. 

417.    '  Pro  casu  (3  rz:  a  manifestum  est,  integrale  etiam  hoc 
modo   exprimi   posse 

z  zz:  r  :  (y   —  oix)  ^  yT  :  iy  ^   cwr), 

quae  autetn  forma  ab  illa:  nofi  discrepat.  '■'^       .'i.*ii  r./. 


-    ;    '  .-1    ■« 


i  - 


CorollariuTn    :  2.  -     ^ 

418.      Si   C  =  0  ,   ut  Sit  .  . 


A^  (9^5)  /4-  R;  Cgiyy^  — ^  '     ''^      ^-     ■     •     *    ' 


hincque 


. i .    ■  li    '  . ;  j  i 


Amu  «-f-  Bu:  c:^-  Au  (a   -f-    •)»,    fit  ; 


o 

a  rr:  0  '  et    |3 'r-i  j"» 


'  ■■         '•..t' 


et  integraTe 


A 

;.!.):•■        '  .  -j-     .'  •  ■     •      ■"'•.'■>   '* 


r:.y  +  A  :.(y-|  a:)  =;:r:y-f- A  :  (Ay-Ba:). 


•    \ 


Simili   modo   aequationis    ,. 

B  OVc  ip=zO 

integrale'  est 

*  r:  r  :  af  -H  A  :  (Ca?   --   By). 
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quae  cum  tres  functiones  arbitrairias  complectatur,  dubium  non  est^ 
quin  ea  sit  integrale  completum.  .Hoc  tantum  notetur,  si  duaera- 
dices  sint  aequales  puta  y  in  |3,  integrale  fore 

z  =:  r  :  (y  ^  a j:)  4-  A  :  (y  -f.  (ir)  4-  a:  2  :  (j/  4-  j3a;)  , 

sin  autem  adeo  omnes  tres  fuerint  inter  se  aequales 

Y  =  (3  m  a,  • 

tum  erit  integrale  quaesitum 

z  nz  r  :  (y  4"  *^)  +  ^  A  •  (y  H-  oljc)  •+-  xx  2 :  (y  -+^  oo?). 


0 

Quodsi  duae  radices  fuerint  imaginariae,   eadem  erunt  tenenda,  quae 
modo  ante  sunt  observata. 


Corollarium      1. 

422.      Ultimus    casus ,  quo  tres  radi6es  sunt  aequales ,   etiam 
inde  est  manifestus,  quodsi  loco  variabilium  x  ct  y  binae  novae 

t  zzz  X  et  u  zir:  y  -f-  cc^ , 

introducantur ,     aequatio     proposita     contrahatur     in     hanc    formam 
(^a)  zn  0,  cujus  integrale  manifesto  est 

z~T:u  +  X  A  :  u  -+-  xx  2  :  u. 


CoroIIarium      2. 


423.  Hinc  ergo  etiam  intelligltur,  quomodo  in  aequationibus 
homogeneis  altioris  gradus,  si  aequationes  algebraicae  inde  formatae 
plures  habeant  radices  aequales  ,  integralia  fulura  sint  comparata. 
Ita  iit  etiam  tum  neque  casus  radicum  aequalium  neque  integralium 
ulli  difficultati  sit  obnoxius. 


Hli 
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raljs  hic  inventa    ad  solas  functiones  continuas  restringenda  videtur, 
quandoquidem  discontinuae   applicationi  et  executioni  adversantur. 


: «     • 


Probiema      70. 
421.      Froposita  hac   aequatione   tertii  gradus  homogenea 
A  <*•'  +B  (a-1%)  +  C  (£^)  +  D  (|3)  =  0  . 

ejus  integrale  compfetum  inyenire. 


S  0  1  u  t  i  0. 

Huic  quoque  aequationi,  uti  in  praecedente  problemate,  satis* 
facere  aequationem  difTerentlalem  simplicem  primi  gradus,  satis  lucu- 
lenter  perspicitui:,  ex  quo  integrale  particulare  talem  habebit  formam 

Colligantur     hinc     singulae     formulae     differentiales    tertii     gradus  , 
quae  erunt 

ff 

(S  =  -4-  n^  r^' :  (y  H-  nx),   (A)  ^z^n"  T"'' :  (y  +  nx) , 


(^:^,)  =  -f-  «  V'' :  (y  -+-  nx)  ,    (g)  =  4:     r"^  :  (y  n-  nx), 


al^.)  =  -^  «  r- :  (y  -^  nx)  ,    (g 

quibus  substitutis  ,    quoniam  divisio   per 

P''    :    (y   •+-  nx)  , 

succedit ,    nascitur  ista   aequatio 

Aai^   -4-  Bn^  4-   Cn  4-  D  =:   0  , 

cujus  tres  radices  si  fuerint    nzno^,   n  — (3,  nrzy,    evidens  est, 
aequationi   propositae  satisfacere  hanc  formam 

z  =  r  ;  (y  -H  aa:)  -f-  A  :  (1/  H-  (3^)  +  £  :  (2/  -4-  Y^:), 

40» 


320 


C  A  P  V  T     III. 


teram  hujus  libri  in  medium  afferre  conceditur ,  ubi  calculus  inte- 
gralis  ad  functiones  trium  variabilium  accommodatur ,  hancque  ob 
causam  ne  operae  quidem*  erii  pi^ettmn  ,  isttai  pHrtem  in  sectianes 
subdividere  multo  mihus   seqiuenfes^^paft^s  atlTingtfe. 
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C  A  P  U  T       I. 

D  E 

FORMULIS  DIFFERENTIALIBUS  FUNCTIONUM  TRES 

VARIABILES    INVOLVENTIUM. 


Problema      7  2. 


430. 


Si  V  sit    functio   quaecunque    trium    quantitatum   variabilium    x,  y  et 
Zy  ejns  formulas  differentiales  primi  gradus  exhibere. 


S  o  1  u  t  i  o. 


« 


Cum  V  sit  functio  trium  variabilium  x^  y  ti  z  ^  si  ea  more 
solito  diflferentietur ,  ejus  differentiale  in  genere  ita  reperietur  ex- 
pressum 

Tribus  scilicet  id  constabit  partibus,  quarum  prima  pdx  seorsim  in- 
venitur  ,  si  in  differentiatione  sola  quantitas  x  ut  variabilis  tracte- 
tur,  binis  reliquis  y  tx.  z  ut  constantibus  spectatis.  Siraili  modo 
pars  secunda  q^dy  impetratur  difTerentiatione  functionis  v  ita  insti- 
tuta,  ut  sola  quantitas  y  pto  variabiti,  binae  reliquae  vero  x  ti  z 
pro  condtantibus  habeantur,    quod  idem  de  parte  tertia  rdz  est  te- 

41  * 
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*  p-  «* 


nendum,  quae  est  djfTerentiale  ipaius  v  yariabilitatis  solius  quantita- 
tis  z  ratione  hablta.  Hinc  patet ,  quomodo  per  difierentiationem 
quantitates  istae  p^  q  ti  r  seorsim  sint  inveniendae ,  quas  hic  for- 
mulas  differentiales  primi  gradus  functionis  v  appellabo ,  et  ne  no- 
vis  litteris  in  calculum  introducendis  sit  opus ,  eas  naturae  suae 
convenienter  ita  indicabo 

9  =  0.    r  =  (g). 

Quaelibet  ergo  functio  v  trium  variabilium  x^  y  et  z  tres  babet 
formulas  difTerentiales  primi  gradus  ita  designandas 

/d^^v         /9tJjN       /dvv 
^d*/'     \dyJ'    \dz)' 

in  quarum  qu&Iibet  unicae  variabilis  ratio  habetur,  dum  binae  reli- 
quae  ut  constaates  spectantur,  ec  quoniam  differentialia  per  diyisio- 
nem  toUuntur,  hae  formulae  differentiales  ad  classem  quantitatum 
finitarum  sunt  refercndae. 

Corollarium      1' 

43  f.      £x  tribus  formulis  difierentialibus   functionis   v  inventis 
ejus   difTerentiale  solito   more  sumtum  ita   constatur,  ut  sit 

d.  =  dx(g)  H-ay(|)  +  dz(U), 

cujus  ergo  formae  vicissim  integrale  est  ipsa  iUa  functio  v ,  vel 
etiam   eadem  quantitate  quacunque  sive  aucta  sive  minuu. 

Corollarium     2. 

432.      Si  trium  variabUium  x,  y  tt  z  functio  v  fiierit  data 
ejus  formulae  diffierentiales  singulae 

.d*yN         /^^        ^^^\ 
^diJ'     \Siyy'     W' 

iterum  erunt  functiones  certae  earundem  variabilium  x^  y  tt  z  per 
difterentiationem  facile    inveniendae.      Intcrim    tamen  evenire    potest, 


K 
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uV  una    pluresve    variabilium    ex    hujusmodi    formulis    difterentialibus 
prorsus   excedant. 

S  c  h  0  I  i  o  n      1. 

433.  Nihil  etiam  impedit ,  quominus  quantitas  v  ut  functio 
trium  variabilium  x^  y  ci  z  spectari  possit,  etiamsi  forte  duas '  tan- 
tum  involvat,  dum  scilicet  ratio  compositionis  ita  est  comparata,  ut 
tertia  quasi  casu  excesserit ;  quod  eo  minus  est  mirandum ,  cum 
idem  in  functionibus  tam  unius  quam  duarum  variabiiium  evenire 
possit.  Quoniam  enim  functiones  unius  variabilis  commodissime  per 
applicatas  cujuspiam  lineae  curvae  repraesentari  solent ,  siquidem 
pro  curvae  naturft  applicatae  ejus  ut  certae  functiones  abscissae  a: 
apectari  possunt ,  casu  quo  linea  curva  abit  in  lineam  rectam  axi 
parallelam,  etsi  tum  applicata  quantitati  constanti  aequatur,  propterea 
tamen  ex  illa  idea  generali ,  qua  ut  functio  abscissae  x  spectatur, 
neutiquam  excluditur ;  neque  enim  si  quaeratur  ,  qualis  sit  functio 
y  ipsius  X  ?  incongrue  is  rc^pondere  est  censendus,  qui  dicat  banc 
functjonem  y  aequari  quantitati  constanti.  Quod  deinde  ad  functio- 
nes  binarum  variabilium  x  et  y  attinet ,  quas  semper  per  intervaU 
la ,  quibus  singula  cujusdam  superficiei  puncta  a  quopiam  plano  cU* 
stant,  repraesentare  licet,  dum  binae  variabiles  x.  et  y  in  hoc  pla- 
no  accipiuntur,  manifestum  est  utique  superficiem  ita  comparatam 
esse  posse  ,  ut  functio  illa ,  vel  per  solam  x^  vel  per  solam  y  de* 
terminetui:.  Quin  etiam  si  superficies  fuerit  plana  ipsique  illi  plano 
parallela ,  functio  illa  adeo  abit  in  quantitatem  constahtem  ;  neque 
propterea  minus  tanquam  functio  binarum  variabilium  considerari 
debebit.  Qufimobrem  etiam  quando  tractatio  circa  functiones  trium 
Tariabilium  versatur  ,  in  eo  genere  etiam  ejusmodi  functiones ,  quae 
tantum  vel  pcr  binas  vel  unFcam  trium  variabilium  x^  y  ei  z  dt- 
terminantur,  vel  adeo  ipsae  sunt  quantitates  constantes. 
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9  c  h  oli  on      2. 

434.  In  calculo  differentiali  jam  est  ostensum,  functionum 
plures  variabiles  involventium  differentiaiia  inveniri  ,  si  unaquaeque 
variabilium  seorsim,  tanquam  sola  esset  variabilis ,  spectetur ,  atque 
omnia  diflTerentialia  inde  nata  in  unam  summam  conjiciamur.  Quod- 
si  ergo  differentiatio  hoc  modo  instituatur,  singulae  istae  operationes, 
deleto  tantum  differentiali ,  praebebunt  formulas  differentiales ,  quas 
his   signis 

indicamus  :  simulque  intelligitur,  quomodo  etiam  functionum  qiiatuor 
pluresve  variabiles  involventium  formulae  differentiales  sint  invenien* 
dae.  Circa  fuiictiones  autem  trium  variabilium  x  ^  y  ei  z  exempla 
aliquot  subjungamus ,  quibus  earum  ternas  formulas  differentiales 
exhibebimus. 

Exemplum      1. 
43  5.      Si  /unctio  trium  variabilium  sit 

yus  formulae  differentiales  ita  se  habebunt. 

« 

Cum  per  differentiationem  prodeat 
dv  —  ctdx^-^.   0dy  ^  y^z, 
manifestum   est  fore 

(k)  =  «.    0  =  (3.    («)  =  Y. 
aicque  omnes  tres  formuias  differentiales  esse  constantes. 

Exemplum      2. 

43  6.     Si  /unctio  trium  variabilium  sit 
xj   ~  x^  y^  z* 
ejus  formulae  differentiales  ita  se  habebunt. 


CAPUT>i.  jar 

Differentiatione  nore  solito  peracta  fit 

^nde  perspicuum  est  fore  formuias  differentiales 

(g)  =  Xx^-'y^z\  (g)  =:  iLx^y^-^z^  i%)  =1  vx^y^z^^K 

quae  ergo  singulae  simt  novae  functiones  omnium   trium  yatiabilium 
^  x^y^  z^  nisi  exponentes  X,  jjl,  v  sint  vel  nihilo  vet  unitati  aequales. 

Exemplum      3. 

437«  Si  fimctio  v  duas  tantum  involvat  variabiles  x  et 
y^  tertia  z  in  ejus  compositionem  non  ihgredienle^  formulae  dif* 
ferentialts  ita  habebunt. 

Quia  functio  v  duas  tantum  variabiles  x  ti  y  implicat,  ejus 
diffbrentiale  hujusmodi  formam  induet 

dv  ziz  pdx  -f-  qdy  -f-   o3z, 

tertia  scilicet  parte  ex  variabilitate  ipsius  z  orta  evanescente  .  un» 
de  habebimus 

Corollarium* 

438.  Hinc    ergo    vicissim    patet,    si  fuerit  (^)  n:  0  ,    tum 

fore  V  functionem  quamcunque  binarum  variabilium  x  ti  y  ^  quam 
in  posterum  ita  indicabimus  vz:z,T'Xx^y)^  denotante  V\(jx^y)  func- 
tionem  quamcunque  binarum  variabilium  x  et  y. 

S  c  h  0  1  i  o  n. 

439.  Mox  ostendemus ,  quando  functio  trium  variabilium 
ex   data  quadam  reiatione    seu    conditione    formularum  differentialium 
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investiganda ,  proponitur ,  qualibet  integratione  introdoci  fimctionem 
quamcunque  arbitrariam  binarium  variabilium ,  atque  adeo  in  hoc 
consistere  criterium,  quo  liaec  pars  culculi  integraiis  a  praeceden- 
tibus  disunguitur.  Quemadmodum  enim ,  dum  natura  functionum 
unicae  variabiiis  ex  data  differentialium  conditione  iuvestigatur ,  in 
quo  universus  iiber  primus  est  occupatus ,  per  quamlibet  integratio- 
neni  quantitas  constans  arbitraria  in  calculum  invehitur ,  ita  in 
parte  praecedente  hujus  secundi  libri  vidimus ,  si  functiones  bina- 
rum  variabilium  ex  data  formularum  difTercntialium  relatione  inve* 
stigari  debeant ,  tum  ad  essentiam  hujus  tractationis  id  pertinere , 
quod  qualibet  integratione  non  quantitas  constans  sed  adeo  func- 
tio  unius  variabilis  prorsus  arbitraria  in  calcutum  introducatur  ;  etsi 
enim  plerumque  hae  functiones  veluti  T  :  (a^  *4-  ^y)  ambas  varia- 
biles  X  tt  y  implicabant ,  tamen  ibi  tota  quantitas  ax  -+-  ^y 
ut  unica  spectatur ,  cujus  functionem  quamcunque  illa  formula 
r  :  iax  -^^  ^y)  denotat.  Nunc  igitur.,  ubi  de  functionibus  trium 
variabitium  agitur ,  probe  notandum  est ,  qualibet  integratione  func* 
tionem  arbitrariam  duainim  adeo  variabilium  in  catculum  introduci : 
ex  quo  simul  indolem  integrationum  ,  quae  circa  functiones  plurium 
variabilium   versantur ,   colligere   licet. 

P  r  o  b  1  e  m  a     62. 

4  40.  Si  sit  V  functio  quaecunque  trium  variabilium  x^ 
y  ti  z^  ejus  formulas  differentiales  secundi  aitiorumque  gradunm 
exbibere. 

S  o  1  u  t  i  o. 

Cum   ejus   formulae  differentiales  priroi   gradus  sint  tres 
(^^)        (^J!i\       (^\ 

quaelibet    instar    novae    functionis    considerata   iterum    tres    suppedi* 
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tabit  formulas  diflTerentiales  ,  quae  autem  cb 

reducentur  ad  sex  sequentes 

^  cx  quarum  denominatoribus  intelligitur ,  quaenam  trium  quantitatum 
x^  y^  z  in  utraque  differentiatione  pro  sola  variabili  haberi  debeat. 
Simili  modo  evidens  est  formulas  differentiales  tertii  gradus  dari 
decem  sequentes 

d'*D  3'v  h^v 

(^—\       (^2Lj\       r^^—\ 

Formularum  porro  differemialium  quarti  gradus  numerus  est  15, 
quinti  2 1  etc.  secundum  numeros  triangulares  ;  simulque  ex  cujus- 
que  forma  perspicuum  est ,  quomodo  ejus  valor  ex  data  functione 
V  per  repetitam  differentiationem ,  in  qualibet  unicam  variabilem 
considerando ,  elici  debeat. 

CoroUarium      1. 

441.  En  ergo  omnes  formulas  differentiales  cujusque  gra- 
dus,  quas  ex  qualibet  functione  trium  variabilium  derivare  licet  per 
diiferentiationem ,  quae  porro  ut  functiones  trium  variabiliura  spec- 
tari  possunt. 

4  42.      Quemadmodum    ergo    ex    hujusmodi     functione    data 

•omnes  ejus  formulae  differentiales  ope  calculi  differcntialis  inveniun- 

tur,  ita  vicissim  ex  data  quapiam,  formula  differentiali  /  vel  duarum 

pluriumve  relatione  quadam  ,   ope  calculi  integralis  ipsa  illa  functio, 

unde  eae  nascuntur,  investigari  debet.    - 

m.  Vol.  42 
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S  c  h  0  I  i  0  n     I. 

443.  In  ceilculo  quidem  difTerentiali  parum  refert^  utrum 
functio  differentianda  unam  pluresve  variabiles  involTat ,  cum  prae- 
cepta  differentiandi  pro  quovis  variabilium  numero  maneant  eadem ; 
quam  ob  causam  etiam  calculum  differentiaiem  secundum  hanc 
functionum  varietatem  in  diversas  partes  distingui  non  erat  opus. 
Longe  secus  autem  accidit  in  calcuio  integrali ,  quem  secunduni 
hanc  functionum  varietatem  omnino  in  partes  divldi  necesse  est, 
quippe  quae  partes  tam  ratione  propriae  indolis  quam  ratione  prac- 
ceptorum  maxime  inter  se  discrepant.  Quemadmodum  igitur  hanc 
partem  circa  functiones  trium  variabilium  occupatam  tractari  con* 
veniat,  exponendum  videtur.  Ac  primo  quidem  ii  casus  commodis- 
sime  evolventur,.  quibus  unius  cujusdam  formulae  differentialis  valor 
datur  ,  ex  quo  indolem  functionis  quaesitae  definiri  oporteat ,  quo- 
niam  haec  investigatio  nulla  laborat  difficuUate.  Deinde  hujnsmodi 
quaestiones  aggrediar ,  quibus  relatio  quaepiam  inter  duas  pluresve 
formulas  differentiales  proponitur :  ubi  quidem  plurimum  refert ,  cu« 
jusnam  gradus  eae  fuerint ,  siquidem  cx  primo  gradu  plures  casus 
expedire  licet ,  dum  ex  altioribus  vix  adhuc  quicquam  in  medinm 
afferri  potest  :  hunc  ergo  ordinem  in  ista  tractatione  observabo. 

S  ch  0  1  i  0  n      2» 

444.  Vidcri  hic  posset,  ad  functiones  trium  variabilium  dc- 
finiendas ,  duas  adeo  conditiones  scu  relationes  inter  formulas  difTc- 
rentiales  admitti  posse ,  neque  unica  praescripta  quaestionem  esse 
determinatam.      Quodsi  enim  ponatur 

dv  ~  pdx  -f-  qdy  -f-  rdzy 

ubi  litterae  p,  q^  r    vicem    gerunt    forraularum    difTerentialium    primi 
gradus,  atque  verbi  gratia  hae  duae  proponantur  conditiones,  ut  sit 

q  Z=l  p    ti    r  —  p. 
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ac  propterca 

dv  z:z:  p  (dx  4-^^-1-  5z>, 
nianifestum  est  solutionem  dari  posse  scilicet 

V  zz:  r  :  (a:   4-  y   H-  s). 
Verura  ad  hanc   objectionem  respondeo ,    in    hoc  cxemplo   casu  cve- 
nire,  ut  binae  conditiones  simul  consistere  possint,    altera   enim  pa- 
rumper  immutata,    ut  manente  gzzzp  esse  debeat  rzzzpx^    ideoquc 

dv  zn  p  (dx  -4-  dy   -{-.  xdz)  ^ 
pcrspicuum   est ,    nullum  pro  p   valorem   exhiberi  posse ,    per  quem 
formula  differentialis 

da;  -4-  3«/  -f-  xdz 
multiplicata  integrabilis  reddatur,  quod  unicum  cxemplum  sufBcit  ad 
demonstrandum,  duabus  conditionibus  praescribendis  hujusmodi  quaesti- 
ones  evadere  plusquam  determinatas  ,  neque  propterea  solutionem 
admittere  nisi  certis  casibus ,  quibus  quasi  altera  conditio  jam  in 
altera  involvitur.  Quocirca  semper  unica  relatio  inter  formulas  dif« 
ferentiales  proposito  omnino  sufficit  problemati  determinando^  quod 
idcirco  ,  quia  per  integrationem  functio  arbitraria  indefinita  ingredU 
tur ,  acque  painim  pro  indeterminato  est  habendum  ac  problemata 
calculi  integralis  communis  ,  quorum  solutio  constantem  arbitrariam 
introducit. 
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D  E 

INVENTIONE    FUNCTIONUM    TRIUM    VARIABILIUM    EX    DATO 
CUJUSPIAM  FORMULAE  DIFFERENTIALIS  VALORE. 


P  r  0  b  I  e  m  a      74v 


445. 

iJato  valore  cojuspiam  formulae  differentialis    primi  gradus  ,    iuve* 

stigare  ipsam  functionem  trium  vai^iabilium  ,  ex  qua  illa  formula 
difFerentialis  nascitur. 

S  0  t  u  t  i  0.  ^ 

Sit  V  functio  quaesita  trium  variabilium  x^  y  et  z,  et   S    ea* 
rundcm  functio  data  quaecunque ,    cui   formula  differentialis  (^)   de- 

beat    esse    aequalis.      Cum    igitur  ^it    (^^  ~  S  ,    erit    posita    sola 

quantitate  x  variabili ,  binis  reliquis  vero  y  ti  z  vX  constantibus 
speotatis  ,  dv  ~  Sdx  ,  ideoque 

V  —  /Sdx  -{-  Const. 

ubi  notandum  est  in  integratione  formulae  Sdx  ambas  quantitates 
t/  et  z  pro  constantibus  haberi,  et  loco  constantis  /unctionem  quam- 
cunque  ipsarum  y  et  z  scribi  debere ,  ex  quo  functio  quaesita  ita 
exhiberi  poterit 
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V  ziz  /Sdoo   -4-  r  r  (//  et  z), 

hic  scilicct  F  r  (y  et  z}  quantitatenr  quamcunque   cx  binis  quantita- 
tibu$  y  et  z,  una  cum  constantibus  utcunque  conllatam  denotat. 

Simifi  modo  sV  proponatur  (^)  n:  S,  erit 

V  z=.  /Sdy  -i-  Ti(,x    et    z), 

€t  haec  aequatio  (^)  zz:  S  integrata  praebet 

V  zn  /  Sdz  -I-  r  :  (^    et    f/>. 


C  or  0  H.a  r  i  u  m    '  1. 

446.  Hic  jam  abunde  intelligitur ,  integra^ione  hujusmodi 
funetionum  loco  constantis  introdlici  functionem  arbitrariam  duarum 
quantitatum  variabilium ,  atque  adeo  in  hoc  characterem  harum  in* 
tegrationum  esse  constituendum. 

C  o  r  0  1 1  a  r  i  u  m      2* 

447.  Hic  ergo  istud  problema  solutum  dedimus,  quo  quae- 
ritur  functio  v  trium  variabiiium  x,  y,  z,  ut  posito 

fiat  ver  p  —  S  ,    vel  </  —  S,  vel  rn:  S  cxistente    S    functione    qua- 
cunque  data  easdem  variabiles,   vel  duas,  vel  unicam  involvente. 

C  o  r  o  11  ar  i  um      3r 

448r  Quodsi  igitur  esse  debeat  (~)  in  0,  seu  pn:0,  func- 
tio     quaesita    erit     v  ~T :  (y    ct    z) ,     et    ut   fiat    (k-)  zzl  0    erit 


V 

V 


1«,    uim    vero    ui    nai    ( 
r  :  (x   et  y). 


r :  (x   et    z)' ,    tum    vero    ut    fiat    (5^)  zn  0  ,    neccsse   est   fit 

oz 
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S  ch  0  1  i  o  n      1. 

449*  Quemadmodum  in  praecedente  parte  functiones  arbi- 
trariae  unius  yariabilis  per  applicataa  curvarum  quarumcunque  sire 
regularium  sive  etiam  irregularium  repraesentari  poterant,  ita  in 
hac  parte  functiones  binarum  Tariabilium  arbitrariae  per  superfici- 
em  pro  lubitu  dcscriptam  repraesentari  possunt.  Ita  si  super  plano, 
in  quo  binae  coordlnatae  x  ct  y  more  solito  assumuntur,  superfi. 
cies  quaecunque  expansa  concipiatur ,  tertia  coordinata  distantiara 
cujusvis  superficiei  puncti  ab  illo  plano  designans,  functionem  quam- 
cunque  binarura  variabilium  x  ct  y  repraesentabit.  Hocque  modo 
aptissime  vera  idea  hujusmodi  functionum  constitui  videtm',  cum  ex 
ea  non  solum  ratio  harum  functionum  regularlum  sed  etjam  irregula- 
rium  perspiciatur. 

S  c  h  ol  i  0  n      2. 

46  0.  Hic  etiam  notari  convenit,  hujusmodi  functlones  bina- 
rum  variabilium  infinitis  diversis  modis  etiam  designari  posse.  Va* 
riatls  enim  in  plano  mcmorato  binis  coordinatis  x  et  y^  in  binas 
alias  t  et  u,  ut  sit 

/  m  ax  -+.  |3j/  et  u  —  yx  -f-  5y, 

manifestum  est  functionem  binarum  variabilium*  t  et  u  seu  F :  (t  et  u^ 
convenire  cum  functione  ipsarum  x  ct  y  seu  F :  (x  et  y)  ;  si  enim 
loco  t  tt  u  illi  valores  pro  x  tt  y  substituantur  utique  prodit  func- 
tio  duas  tantum  variabilcs'  x  tt  y  involvens.  Atque  multo  gen^- 
ralius  si  t  aequatur  functioni  cuipiam  datae  ipsarum  x  et  y^  pari- 
terque  u  hujusmodi  alii  functioni,  tum  T :  (t  et  m)  facta  substitutio- 
ne  abibit  in  functionem  ipsarum  x  tt  y  itSL  exprimendam  A :  (x  et  y) ; 
non  enim  necesse  est  ut  idem  functionis  character  T  rationem  com« 
positionis  quasi  denotans  utrinque  sit  idem,  cum  hic  in  genere  de 
functionibus  quibuscunque  agatur.  Quare  si  in  sequentibus  forte 
ejusmodi  functiones  occurrant 


earum 


CAPUT     U.  336 

r :  (ax  -f-  by    ct  fxx  -f-  gt/y),    tcI 
r:[/(a;x  -I-  yy)    et    /  y] ,  ctc. 

loco  sempcr  haec  forma  simplex  T  :(x  et  y)  scrlbi  potest. 


S  c  h  ol  i  on     3. 


4  S  1 .     Solutionis  ,    quam   dedimus ,    cpnsideratio  nobis  suppc** 
ditat  sequentes  reflexiones.     Frimo  posito 

dv  znn  pdx  +  qdy  -h  rdz , 
si  debeat  esse  p  zn  (^  zn  0,  fiet 

unde  patet  v  ejusmodi  esse  quantitatem ,  cujus  differentiale  hanc 
habiturum  sit  formam  q^y  -+-  rdz ;  quod  fieri  nequit,  nisi  quantitas 
V  fuerit  funclio  binarum  variabilium  ^  et  2  tantum ,  tertia  x  peni* 
tus  exclusa  ;  et  quia  circa  quantitates  7  et  r  nulta  conditio  pracr 
scribitur^  recte  pronunciamus,  loco  quantitatis  v  accipi  posse  functi- 
onem  quamcunque  binarum  Yariabilium  y  et  s,  scu  esse  vz:T:(y  et  z), 

quam    eandem    solutionem    consideratio    formulae  (^)  zi:  0  suggessit. 

Deinde    si  esse  debeat  generalius  (^)  ~p  —  Sj  denotantc  S  quanti- 

tatem  quamcunque  ex  variabilibus  x^  y^  z  conflatam,  habebimus 

'dv.  —  SDx  -f-  qdy  +  r33, 

quae  aequatio  ita  resolvitur.  Quaeratur  primo  integrale  formulae 
Sdrr  $oIa  quantitate  x  ut  variabili  spectata,  quod  sit  :=  V ;  haecque 
quantitas   per  omnes  tres  variabiles  differentiata  praebeat 

dV  zn  Sdx  ^  Qdy  -+•  ^dz. 


cx  quo  cum  sit 

Sdx  zz 

:  av  - 

-  QBy 

—  Rdz,  erit 

m 

dv  zz 

:  av  -t. 

-  (<7  - 

Q)  dy  -h  (r   - 

■  R)  dz,  sea 

d.(v   ■ 

-  V)  : 

=  (<7   - 

-   Q)dy  -h  (r   . 

-  R)dz, 
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unde  ut  ante  patet  ^  quantitatem  t;  — -  V  functioni  cuiounque  bina- 
rum  variabilium  y  ct  z  aequari  pjosse.  Quare  ob  V~ySda:, 
prodit  ut  ante 

V  =Z  /Sdx  +  r  :  rt/  ct  z)  ; 

hocque  ratiocinium,  quo  isihuc  pervenimus ,  diligenter  notari  mere«^ 
tur,  cum  etiam  in  parte  prima  eximium  usum  pracstare  possit. 
Proposita  enim  aequatione 


quia  €St 


erit 


seu 


d.    (|)  =  3:.   (|f^)  4-  ay  (|p)  , 

«a  .  (|)  -H  a  .  (|)  =  (|g)  (adx  +  aady^  ] 


cujus  posterlorls  membri  integrale  manifesto  est  T:(x-hay'),  hincque 

(|)  =  -   «  (al)  4-  «r  :  (X  -h  ay) , 
quo  una  inte]gratio  absoluta  est  censenda.     Quare  cum  sit 

•dz  z=L  ^x  (g)  4-  ^y  (|) , 

habebitur 

oz  =  (g^)  (dx   —   a5y)  4-  dbyV  :  (.r  -f-   a/^). 
Sit  (|?)r=:p  et  x  — ay:zzt,    ut  fiat 

Sz  =  pdt  4-  aByr^  :  (<  -h  2ai/), 
pro  duabus  variabilibus  i  et  y ,    hincque 
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:.»:  i  \     '     :.r'^ 


*  » ■'      '•     ,     „ • 


-  ;  =  r :  (CB  Hh.  ay>  *4-  A:  («  r-ta^) , 

qnia  ..    ::•    v,    r^'-.;'    ..il-.'-/»     ■  :;    ...    ....     .;•../•     ...r;.,;.:  ...:r|..     ,., 


•     1   r 


462.  Investigare  indolem  functionis  trium  rariabilium  Xj  y^ 
z^  cujUs  formula  quaedain  diff^rentiaiia  aecubdi'  l^htdoa  adquetur  da- 
tae  cuipiam  functioni  S. 

*    i    -■    '    .    ■       i   «,        f 


SolXLtlO. 

■i'-      ir  i:<  ./.-.iTf  i    10.:    oviv  do    oijl  <:  .^ 

dentur 
formulac  differentiales  secundi  gradus ,    ponamttt  prim)»^  eVse  debere 

n  /$dx  4^-I!3tu(j/  ett:«>i     r.i.b:.0'  :;i.:     niorto^u:  : 


Denotet  t;    functionem   quaesitam,    et   cmn   e|us.  sex    d 
nulac  differentiales  secundi  gradus ,    ponamtoi  pnml»  Mse  d 

(:^^S..  ct  mtegratiope  semel  .instituta  prodit,.. 


iterumque  integrando 

V  ziz/dx/Sdx  +  a:r  :  (y  et  iz)  +  A  •  (^  ct  z)  , 

ubi  in  formulae  /dx/Sdx  duplici  integratione  sola  quantitas  x  ut 
Tariafailis  spectatur,  quema^m^ckipi  jam  aupff  ejst  inoulcatum.  Simi* 
lis  autem  omnino   est  intgratio   aequationum  .*       . 

(3^)  =  3    ,ct    (^)  =:  ,^..,,.       ^  ^ 

Fro  reliquis  fbrmulis  differei^itialibus  secundi  gradus.  sufficit  hanc 
unam  (5^)  —  S  resolyisse  ;  quae  primo  per  solam  variabilem  x 
integriatai  dabif       "  ^^-  ^'  «      --        «'  ":: 

•  ^     (g)  =  /Sair  +  <•  :  Cj/  et  2». 
Deinde  itUera  integrati^e  pei  solam  ^ariabilem^  isstituia  colligitur 

V  =z/dy/&ds^  ^/by  f :  (y  ct  z)  4-  A  :X^  et .«)  , 
Vol.  III.  iz 


*.>:• 


I 
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ttbi  primum  obettvov  .pflisttim  pritihtm  nuUq  discritttiiie  iQrdinji  inter 
binas  variabiles  x  ct  y  habito  ita  j(/&da>d2f  iexprimi  poase.  Dein* 
de  quaecunque  fuerit  f  :  Cy  ^^  ^)  functio  ipsarum  y  et  z  ,  si  ea 
per  di)P 'nvkiplicefan%  et  jpe^tata  za  ut  constante  intbgnsti^Ar,  evidens 
est  denuo  functionem  ipaarum  y  tt  z  prodire ,  et  quia  illa  nuUo- 
modo  determinatur ,  edam  hanq  ibrei  ^indet^rminatam  ideoque  arbitra 
riam,  unde  statuere  poterimus 

.•.*••■■ 

Corollarium      1. 


!         t 


453.     Hic  observo  per  mtegrationem  formulae 


*•  ■ « '  •  n. 


jam  sponte  formulam  A  :  (ir  et  z),  iiiyehi;  cum  enim  ibi  spla  qiiaB* 
titas  y  ut  variabilis  sp^ctetiir ,  loco  quantitatis  cdhstantis  per  ilat^ 
grationem  adjiciendae  functto  Nf|uae6|in^  ipsanrm  x^  tjt  z  scribi 
poterit. 


•  k '  ■  r>  ■ ,  i  -  *  "•  I  ■ .     ,■  *•■  -^-    , 


x\  ,  .   i  .  .  .         '  .  •. 


C  or  oU  ar  ium     2. 

'  ''"^     ^54*     Quods)  furtc6o  ilia  dtttti  6  evaoesdat ,  ^sequefites'  in*- 
tegrationes  proveniem  '     '      -    •   •'  »: 


rri 


si  (^)  =  0  ,  erift;  =  a?r :  (y  dt  z)  -h  A  l  (^  et  s)  , 
•«•  <ll?>  ±:  0 ' ,  erit  v^zzV ^ :  (a:  et  «)'  ^' A  :  (x  ^i  i)  , 
si  (  ~)  =:  0  ,  erit  v  =  s  r  :  (.r  et  y)  -+-  A :  ^ar  et  y)  , 
=  0  , .  erit .  v>=;  r  ;  (a:  ^t  «X  •+•  A  :  (y  ct »)  , 
cs  0  vi.erit  vsz  T :,  (*-!»t  y)  rh  A  ;  (y  «t  q)  , 
si  fg^^)  =  0  ,    erit  i»  ±±  F  :  (4:  el  y)  4-  A  :  (y  et  »)  . 


CIAPiUTl  flh  t9f. 

Corollarium      3.  :»-   *.    -  p^f:'  ;;':;.  ^ 

455.  Quia   hic  dutiiici   Offoa   cst   integi^iQiie , t  tflqne  etiam 
duae  functiones  arbitrariae,,flU:ftquc?,bij^il{p^^ 

kira  «tJoA  invectae  i    hoe  certisshnum   est   criterium  ^    haec  intcgralia 
invei«»:-^sse  coniplefA;^    -"-    ::^'  v.- >vj^, -i.-  ..;>■•;-,<):::  u^ 

ri:    :.bnu 
S  ^  h  o  lii  cni:  ' ;.   J?    ^    .   ;  v,    v. 

456.  Alio  etiam  modo   haec  eadem   integr^lfl^eM  ^M§ii«6liE> 
qui  ni^r,  pruiQipio  8jipr*t  0  4510  1iidicat^.j7.qiKHi,  8t:.fucfit 

dv  ziz  Sdx  -^  q^y  -f-  rdz ,    fore 
Secundum  hoc  principium  ergo  si  ftfcrit,  (gri)  ^^^  S^.  .  erit, 

-^r'^  d  ^  (|i)  2=1  sate  Hm%(^ji^i^  ,.  >f 

qua  torma  cum   illa   collata,    loco  v   habemus  (^  et  Igcq  ^  S%  ^ 
has  formulas 

cx  quo  integrale  erit 


•      *  •  .  •  » r ,'       ■  •  •  '  e  \       : 


(f^)  ±::"/5aar  ^  f  :  (^  et  s)  .  ^ 


dx 

Cum  jam  porro  jBit 

at;=x:(g)aa:4-<ig)ayH-<|)>.  «fit  -=-;  - 

dv  =zdx/Sdx  -i-dxf:Cyeiiy -^*-" 3!^ <^) -^ 4? <^) > 
unde  pariter  tnanifesto  sequitur  >.>  \      :./ 

V  =:/dx/Sdx  H-  a;r  :  (y  et  s)  4-  A  ^  (y  et.z) . 

Pari    modo    opcratio    est    instituenda    pro    aeq^uatiofje    (^^^ZZZ.S^ 

inde  enim  fit  .  ,  ,     , 

a .  (|)  z=  sat  ^  a^  (|p)  ^-  a^  (,%) , 

43* 


Si«  OAPUTi  -in 

cujus  integrale  e«t  ni  ■  \:i  c    :  ,  i  i  ^ 

unde  ob 

/dy{  :  (y  et  s)  =r  ir.:ii(yciet  s)  , 

•'. ,.  V        -tx       ....  -.<-      't  "  *    ••.;•. 

.  t  .  ,        .  -      • 

457.  InTestTgare  .inaolem  fundtibnis  triuni  Vafiabiliiun  ':rV  y 
et  z,  cuju8:4^4dft^  £:>rmiilii  i4iCerentiali0'  tcrtit  gradu6  aequetur 
datae  cuipiam  quantitati  S ,  ex  iUis  yariabilibus  pi  constantibus  ut- 
cunque  compositaow 


S  0  1  u  t  i  0.  >      ^    ( 

Posita  functione  quaesita  z=:  v »  percurramus  iion  tam  ainga^ 
las  ejus  formulas  difTerenuales  tertii  gradus  >  qnam  eas  quarum  ra< 
tio  est  diyersa. 

Sit  igitur  primo  (^)  zz:  S,  et  prima  integratio  statim  dat 

^    i^)z=z/Sd,x^2T:Cy  et  z) , 
tum  vero  altera 

(^)  z=/dx/Sd»  4^  2xr :  (y  et  z)  H-  A  :  (y  et  z)  , 

unde  tahdem  colligitur 

V  zzi/dx/dx/SBx  -f-  a;a?r :  (y  et  z)  -f-  *A  :  (y  tt  z) 

X  :  (y  et  s). 
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Sit  secundo  (g^i^)  =^  S,  ct  binac  priorcs  intcgrationcs  ut  antc  dant 

(l^)  =/dx/Sdx  ^xr  i(y  ct  z)^t,:(y  et  z) , 


qnia  nunc  ut  vidimus,  pro  /dyT :  (y  ct  z)  scribcrc  licct  F :  (y  ct  z\ 
pcr  tcrtiam  integratioAein  inycBiinus       - 

V  =z/^S^x^dy  -\-  xT  :  iy  ct  z)-\-Liiy  ct  z)-4-X;<a:  et  z)- 

In   hia   autcm   duobus    casibus    jomncs    fpimulae    diffcrentialcs   tcrtii 
gradus ,    variabilibus  pcrmutandis  »   contincntur ,   sola  cxccpta  ultima 

bac   (^gj^g^)  ,    quam  idcirco  seorsim  tractan  oportet 

>:^     x^  ijgitnr  (^^fjy g^)  =*  ^»  bt  )pritit«  idttgratidne  per «Matti  Tt- 
ziiibifem  »'in8tituta  obtinetur  - 

■-I   '-■''  ^dd^      •■  '     ■■       "■■■'■■-      ■'■'■'  ■'■■■'■  ■"  ■•''•  '•    ■  '■■  ■    ■ 


nanc  -aeciiQilo  integretvr  pfer  sohtm  rariabileni^,' ;  ac  reperietur 
^     '  '        (^^  i^: ^aar ay  +  r :  C^  el  2)  -f-  A  :  (a:  et's); 


■  ■  .  '  ■    ■  ■" 

unde .  tandcm  tertia  intcgratio  per  z  dabit 

V  ziz/^  Sdx^dz  -H  r  ^  (y  ct  z)  -+.  A  :^  (^  et  z)  4-  2  ;  (o?  et  y)  , 
sicique  xnroblema  perfcctc  cst  rcsolutum. 

■ 

Coroliariam      1. 

45  8.  Quoniam  hic  triplici  opus  erat  intcgratione ,  integralia 
invcnta  etiam  trcs  fimctioncs  arbitrari^  complectuntur ,  easque  sin- 
gnlas  binarum  variabilium ,  quemadmodum  niatura  intcgralium  com- 
pletorum  postulat. 

CoroUarium     2. 

459*  Si  quantitas  data  S  evanescat,  integralia  haec  se- 
quenti  modo  se  habcbunt 
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sl  fuerit  (gp)  ZZ  0  ,    erit 


•   t 


V  ZZL  xxT :  (t/  et  s)  -4-  x£^  :  iy  et  z)  -f-  2  :  Cj/  ct«) , 


si  f^erit  (^)=:0,    erit  .  ,  .^    ^^^ 

v  irz  a?r  :  (y  et  s)  +  A  :  (jr  ct «)  -^  2 :  (x  etz)  ;v'  *.  :■  -    !• 

81  fuerit  (g^^g.^)=:0  ,    erU 

t;  n;  r  :  (y  ct  s)  *4-  A  :  far  et  s)  -+-  2  :  (a:  w  j/)  . 

S  c  h  o  1  i  0  n. 


'  .  #  ♦    » *     ■  v     ■  »*  ■ 


« ^  «J  .         •  i  .    ' '       •  • 


*.-;••!  '  '•  f!  '* 

460.  Eadem  integralia  ctiam  altera  methodo  supra  expo- 
sUa  ioyeniri  poasunt  ^  supcvflotimqiie  ,lbret  singtllas  optratfatncs  hic 
apponcrc.  Aeque  parum  autem  opus  erit  has  invest^a^oacs ,  «d 
formulas  differentiales  altiorum  graduum  prosequi  ^  cum  Icx  pro* 
gressionis  functionum  arbitrarium  sihgulas  iiitegralium  -partes  con* 
stituentium,  cum  per  ae  tinn  per  ea  quae  snpra  snnt  ^kpotttt^  aa^ 
tis  sit  manifesta.  Quare  huic  capiti ,  quo  una  quaedam  formula 
differentialis  quantitati  datae  aequari  debet ,  plane  est  ^atisfactum, 
Antequam  autem  ulterius  progredior ,  duos  adhuc  casus  sfttis  tate 
patentes  proponam ,  quorum  resolutio  fkcite  ad  praec6dehtes  jam 
tractatas  calculi  integralis  partes  reduoitur  ^  quam  propterea  bic 
tanquam  concessam  assumere  licet,  siquidem  difiicultates,  quae  in  iis 
occurrunt,  non  ad  praesens  institutum  sunt  referendae. 


Problema      7  7-: 


» • 


461.  Si  in  rclationcm  propositam  ez  qua  naturam  ftmctici* 
nis  trium  variabilium  x  ^  y  et  z  definiri  oportet  y.  aliae  foramlae 
differentiales  non  ingrediantur ,  nisi  quae  ex  unica  variabili  x  ori« 
untur ,    quae  sunt 

(dS^'    te>'   .<dP>^    «^«^- 


h  • 


functionem  quaesitam  invcstigare. 
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1" 


Soluxio. 

Cum  aequatio  propbsitam  continens  relationem  alias  formu* 
las  differentiales  praeter  memoratas  non  comprehendat,  in  ea  binae 
quantitates  y  et  z  pro  constantibus  habentur,  ideoque  etiam  in  sin- 
gttUs  integratioaibus  tanquam  tales  tractari  possunt  Hinc  aequatio 
proposit»  duas  tantum  variabiles  ^  et  i;  iaToIyere  est  censenda,  et 
reje^tps  fdpnuIaFuqi  differentialium  vincidis  ,  habebitnr  aequatio  dif!t> 
rentialis  ad  librum  primum  referenda,  ia  quat  si  ad  altiores  gradus 
exsurgat,  elementum  ^x  constans  sumtum  est  putandmn.  Quodsi 
ergo  praeceptorum  ibidem  traditorum  ope  haec  aequatio  integrari 
queat ,  tum  loco  constantiiim  pet  singulas  integrationes  ingressarum 
aubstitnantur    functiones    arbitrariae    binarum    variabitinm    y    et    z^ 

^ttbti""^'  •*■  ^^   ■ 

M      "     r;(y  ct  s),  A'(ff  ct  «)  ,  ietc. 
aicqtte  habeDitur  solutio  completa  problematis  propositi. 

CoroIIarium      1. 


*  ■ 


462*:  Pifaeter  plurimos  igitur  int^grabiliiatis  casus  in  libro 
L .  jei^positojs ,  etiam  sequentes  aequationcs  differentiales  quamtumvis 
alti  gr^dus  resolqtioil^m  admittent 

S=:A.;4-B     ^+C-(^g)-+-D     ©-f-ctc,  et 

S=:At;  +  Bar(^4-Ca:»(^)+D*3(f-D4-etc. 


C  o  r  ot  1  ar  ium     2. 

....  .  ■    .  t 

463.     Yinculis   enim   abjectis   ejusmodi   habentur   aequationes 

dKflferetitiates ,    qualea  in  eitremis  capitibns  libri  I.  integrare   docui- 

mus.     Tantum   opus  est ,    ut  loco  constantium  per  integrationes  in- 

gressarum  scribantur  tales  functiones 
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r  :  (y  et  2) ,    A  :  (y  ct  a)  ,    2  :  ^  ct  s),    etc. 
ut  hoc  pacto  integraiia  complcta  obtincantur. 


'     •• » 


i  I 


t  * » « 


Scholion. 

«    -    •  . 

464.  Huo  etiam  referri  possunC  ejasmodB  relatioiiet  propo* 
•itae^  in  quibua  formulae  differentiales  bina  elemeHCad^  ^'By  iti* 
volventes  ita  contidentur ,  ut  hoc  dy  ubique  eundeni'  habeat  ilimeB* 
tionum  numerum,  cujusmodl  sont  .:.'-, 

ipsa  autem   tum   quantltas  v   nusquam   occurrat     Si  enim   tum.^ppQ 

priori  casu  ponatur  (^)  zz:  u ,  pro  posteriori  vero  (gp)  E=  u ,    re- 

latio  ad  casum  problematis  revocabitur ,'  alias  formulas  differentiales 
non  continens  praeter 

W'  ^dx»^^   W^' 

ct  ipsam  forte  functionem  u.  Quare  si  aequationem  per  praecepta 
supra  tradita  integ|tare ,  indeque  functionem  u  definire  lieoerit ,  tum 

restituendo  loco  u  ve!  (g),  vel  (p),  ut  ^at  (g)iz:S,  vel(^)=S, 

etiam  hinc  per  praecepta  hujus  capitis  ipsa  functio  v  determmabi* 
tur.  Quin  etiam  hoc  modo  resolvi  poterunt  aequationes  hujusmodi 
tantum  formulas  difrerentiales  complectentes 

etc. 


fd^^'v\  /d^+'+^v\  /a^+»+^\ 
W^-v'  va^^dy^v'  waj^d^/ 


ubi    omnia    tria    elementa    d  x  y    d  y  j  dz  occurrunt ;    posito   enim 
V  7^^?^  ^^  j  —  ^y  tota  aequatio  alias  fprmulas  non  continei>it  pra^ter 

(di)^     ©>     (|S)^     <^tc. 
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unam  cum  ipsa  functioii*  u,  sicqve-  ad-  catuflB  hujus  problematis  erit 
referenda,  ex  c\|jy|  CMplniiQflP  l(i  p«94krii 


M  =  S 


existente  jam  S  functione  co|nita,  (nvestigatio  ipsiDS  funptionis  v 
jam  nulla  ampUus  iaborat  difiicultate.  Datur  autem'  praeterea  alius 
castis  ad'  librl  If:  paltem  priorem  reducibll^,  qtiellp  sequehtl  pro- 
bl^at^  8um  expediturus. 


Uf' 


P  r  o  b  I  e  m  a      78. 

,456.  Si  in  relationem  propositam,  ex  qua  trium  variabi- 
lium^a:,  y,  z  functionem  v  definiri  oportet,  allae  formulae  differen- 
tiales  non  ingrediuntur ,  nisi  quae  ex  v[||:ia^ilitate  b)Qa»am  o:  et  ^ 
taptnpi  nascuntur,    tertio    eJempmo  ^5  penitus  e«cl«|oi,^  fi}AQtt^iti»m 

S  0  1  u  t  i   0. 

Quoniam  in  aequationem  resolvendam ,  qua  relatio  proposita 
C(Hit$usftt]r',  quantitas  z  non  ixt*  variabins  ingKdkur-,  quotcnBque  in- 
tegvatioQes '  fuerint  jnstittteqdae ,  in  iis  ita  quantitftS' ^  tariiiuaiir  esset 
constatt8>  tractari  debet.  Hujus  ergo  aeq^ationis'  veeohitto' ad' par<>' 
tefli  praeeedentem  e^t  referenda,  cum  '  functto  binafutt'  tantmn*  va^ 
riabilium  x  et  y  ex  formul^nim  differemiaHtan  relatione  dfiitft^  sH 
investiganda ;  quodsi  itaque^  negotium  successerit' eti  integ^ale  flierit 
inventum ,  iu  ep  tptidem  occurrent  funptiones  arbitraripe  uqius  va- 
riabilis    certo  modo  ex  x  et  y  conflatae,    quot  intcjgrationibus  fuerit 

-  opits.  Sit  T :  t  hujusmodi  functio ,  ubl  t  per  x  ei  y  dari  assumi- 
tar:    ac  nunc   ut    ista  ^oktio  ad  praesens   institutum   accommodet\ir, 

;«^iibi  quantitas  z  varlabilibus  annumeratur,  loco  cujusque  functfonis 
arbitfariae  T  :  t  scribatur  htc  T:  {t  et  z) ,  functio  scillcet  djiarum 
varidbilium,  sicque  habebitur  integrale  completura. 

VoU  IIi:  44 
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C  o  r  o  II  ar  i  um      i. 
466.      Si  ergo  haec  proposita  foerir  a^quati'^ 

quia  in  parte  praecedente  invenimua 

t^ci:r:(a:  +  ai/)+  A  :(a;  —  ay), 

pro  casu  praesente,    quo  v  debet  esse  fiinetio  trium  iPambUiam  x^ 

y  ti  z^  integrale.  ita  se  habebit 

v  —  Tiix-\^ayctz)   H-  A  :  (^  —  (^y  et  z). 


Corollarium      2. 
46  7»     Hic  scilicet  meminisse  oportet,  formam 


r:(a;  -i-ay  et  z), 

designare  functionem  quamcunque  binarum  yariabilium,  quarum  al- 
tera  sit  zi:  o;  4-  a  y ,  altera  vero  =  z ;  unde  ipsam  fttnctionem 
per  applicatam  ad   certam   superficiem  relatam  repraesentare  licebit. 

S  c  h  o  1  i  o  n. 

468.  Non  solum  autem  aequationes  in  problematb-*  deacrip^ 
tae  ad  partem  praecedentem  calculi  integraHs  reducentnr,  sed  etimm 
innumerabiles.  aliae,  quae  facta  quadam  substitutione  ad  eam  for- 
manir  revocantur.  Yeluti  si  in  aequatione  proposita  aliae  formnlae 
difierentiales  non  occurrant,   nisi  in  <]uibus   omnibus  unioa  dimensio 

^  dz  reperitur^  quae  sunt 

^'  vs^di^^  vsaaJ»  vaSd^dS/'  Cfey»^^t<^- 


manifestum  est  posito  (^z=:u,    aequationem  lllam  in  aliam  trana- 
formari,  ex  qua  jam  functionem  u  investigari  oporteat,   eamque   ad 
casum   in   problefnate    expositum    referri*       Qnare   si   inde    indolcSv 
functionis  u  definiri  potuerit,    ut  sit  uznS^    restat  ut  haec  aequa- 

tio  (^  ^  S  resolvatur ,  unde  ut  ante  Tidimus ,  fit  * 
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V  =/S  3  a  4-  r  :  (a?  et  y). 
Hoc  idem  tenendum  est,  si.  aequatio  propoeita  ope  substitutionis 

ad  casum  problematis  reduci  queat.  Quin  etiam  per  se  est  per- 
spicuum,  si  ope  transformationis  cujuscunque  aequatio  proposita  ad 
casum  problematis  reduci  queat ;  'tiEiIes  autem  transformationes  supra 
plures  exposui,  dum  vel  loco  flinctibpis  quaesitae  v  alia  u  introdu* 
citur  ponendo  v  zzzSu^  vel  ipsae  variabiles  x^  y  tt  z  in  alias  p^ 
9»  r  mutantur,  quae  ad  illas  certam  teneant  rationem,  quod  nego* 
tium  pro  casu  duarum  variabilium  supra  fusius  explicavi;  hocque  ita 
perspicuum  est,  ut  similis  reductio  ad  hunc  casum  trium  variabi^ 
lium  facile  accommodari  queat  In  sequentibus  tamen  forte  ejus* 
modi  transformationes  occurrent;  ad  alios  ergo  casuSi  ubi  omnis 
generis  formulae  differentiales  occurrunt,  progredior,  vix  ultra  pri- 
ma  elementa  rem  producturus. 


AA 
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CAFUT    HI. 

oaApus. 


s. 


46d. 


pro  funetMtte  v  ttiwB  ▼ari&biliula  X;  t^,  St  poisito 

indolem  functlonis  t;  deHnire. 

S   o  1  u  t  i   o. 

Cuni   slt 

y  d  izzzy  pd  X  -\^y</  d  y  —  (ap  -f-  |3  7)  3  z,  erit 
y  dv  ~p  (y  ^  X  —  ad  z)  -4-  g  (yd  y  —  (3  r)  z), 

ideoque  ponendo 

y  X  —  uz:zz  t  et  y  y  —  ^  z~  u, 

Mbchkm 

und6   f^et'  qul4rttitWem    v    aequari    functioni    cuicunquc   binarum    va- 
riabilium   f  et  u,  ita  ut  sit  >  • 

i^  ~  r :  (t  et   w) , 

et  resiituiis  valoribus  assumiis 

i  :zz  r :  (y  a?  —  a  3  et  7  y  --  (3  =) , 
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cjuae    ergo    est    solutio    problemadf j     !Ji    iBtef    f<5lfiihtiillfe    dlftiSfirentiales 
proponatur   haec   conditio,  ut  Wt 

«(|)-+-^(S)-+-Y(^««»   ■ 

cujus  itaque  aequationis  integrale  clarlus  ita  exhibetur 


>  i 


Corollarium      1.  i    ..........  ...  r 

4  70.     Ef^fM  «sty  <loc(  il>l6^Mie  <lG4m  iXa 'exprntti 'posse 

-  =  r:  (f  -  i  et  f-|), 

quandoquidem  In  genere  ut  supra  observavimus ,  est 

f:(*'fe1  j^f=±A:(f  et  ie), 
siquidem  t  et  ii  utcunque  per  x  et  y  determineiaitt*. 

Corollarium      2. 

471.      Quin  etiam   ailSrmare  licet/   eonstitutis    his  tribus  for- 
mulis 

X  y       y  7i        z  X 

a  P'     p  "~  7^     7  "^  a' 

quantitateni  v  esse  functionem  quamcunque  trium  harum  formula- 
rum;  siquidem  unaquaeque  jam  per  binas  refiquas  datur,  ac  prop- 
terea  v  nihilgminus  functioni  duanim  tantum  ^MDtitatifrm  var-iabiiiiflm 
aequatur. 

P  r  o  b  I  e  m  a      80, 

4  72.      1^1  posito 
d  V  -rz:  p  ^  X  -^  q3  y  -\-  rd  z, 
haec   conditio   requiratur,   ut   sit 


35.0  C  A  PiU  T     m. 


px-^qy  -f-  r  z  ^,11  V,  sea 
»v  =  x(g)+s,(g)+z^. 
indolem  hujus  functionis  v  inTeetigarct. 


S  o  1  n  t  i  o. 


£x   conditione    praotcripta   capiatur    valor  rz: 
quo  substituto  fit 


Quo   primum   membrum   integrabile    reddatnr ,    multiplicetur   per  — 


z"" 


ita  ut  jam  habeamus 


%'*    ■      z* 


Cum    nunc    quanlitates   p   ei   g    non  sint  determinatae ,    quoniam  in 
genere  ex  taii  aequatione 

dVz=PaX-+.QdY 


sequitur 

Vrzr-.CX  et  Y), 

pro  nostro  casu  coUigimus 

t;=:z^r:5  etf). 

Si  scilicet  functio  quaecunque  binarum  quantitatum  -  ^^  ^  P^  ^  t 
seu  etiam  quod  eodem  redit  per  x^  vel  y^  mulUpUcetur ,  oritar  ts» 
lor  idoneus  pro  functione  t;  conditioni  praescriptae 
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C  o  r  o  1  lar  rum      1. 

473.  Pcrspicuum  autcm  QSt,  formam  r:(^  ct  ^)  cxprimcrc 

cjusmodi  functioncm ,  in  qua  trcs  tariabifcs  or,  y/  z  ubiquc  constir 
tuant  nullum  dimcnsionum  numcrum,  ac  vicissim  omncs  hujusmodi 
functioncs  in  forma  ilia  continerk 

C  o  r  o  1 1  a  r  i  u  nv      2  • 

474.  Multiplicationc  autcm  porro  facta  pcr  z*^,  oritur  func- 
tio  homogcnca  trium  variabiiiiHn  x^  y^  z^  cujus  dimcnsionum^  nu« 
mcrus  cst  r=:  n;  undc  solutio  nostri  problcmatis  ita  cnunciari 
potcst,  ut  quantitas  quacsita  v  sit  functio  homogcnea  trium  variabi- 
lium  x^  y  ^i  Zy   dimcnsionum  numcro  cxistcnte  =:  n. 

C  o  r  o  1 1  a  r  i  u  m      3 . 

4  76.      Quodsi  crgo  conditio  pracscripu   sit 
pa;-4-7y-4-rzzii0,  scu 

qoantitas  v  crit .  functio  homogcnca    nuHius   dimensionis    trium    variai- 

biiit)m  x^  y  tt  z.  • 

S  c  h  o  1  i  o  n. 

476.  Simili  mbdo  solutio  succcdit,  si  conditlo  pracscripta 
postui^t,  ut  sit  ■* 

ap  X  -^^q  y  -^-yr  zzzLtiv^  seu 

tum  ehim  ob 

•rznT. ^  -       >  fit 

a»"-=^=:p(3x-,2^)+vOy_fe|i). 
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quae  aequatio  sequenti  fprm^  ^ji^hj^ftp^ 

ydv         ndz  __  px  /ydx  __  tt3ai\     .     qy  /ydy  PSgv 

ex  ^ua  concludimu^,    int^^jjr^^.  prjjpi,  njjjitibri  y/v^nfz   ^pqwri 

^'?.'??^*'.???i  cu^R^sijP®:  YiSft^V™.  WMf«W 

y  l X  —  a  Iz  et  y  'Z/  —  f^  '^'     <> 
<it   logarithmorum   numeris  sumtis   fore 


s" 


F:  [  —    et   -o  J. 


Ponamus  olz^K  |3 rz;  „  et  v  iz: - ,  ut  conditio  praescripta  sit 
et  solutio  reducetur   ad   hanc  formam 


w  =  i"A:f-   «  !;■„ 


Quodsi  porro  scribamus 

a;^rzX,  «/f*z=Y   et  z^z^rZ,  fiet 

t;=:Z"A:(|  et  |), 

ideoque  quantitas  quaesita  v  est  functio  homogen^ea,  iti  qua  ttit^s 
variabiles  X,  Y  et  Z  ubique  eundem  dimensionum  niimerum  m/z 
adimplent. 

P  r  0  b  l  e  m  a  y^.j8  1 . 

4  7.7-      Si   posito 

d  V  zzzp  d  X  +/7  d  «/  -4->'  d  c, 
haec   conditio  praesccibatur  ut  sit 

existente  S  functione  qpacunque  tiata  variabiliura  x^  J/j*^:,  investi- 
gare  naturam^  functionis  quaesitae  v.    ^ 


f 

$-C  1  U  t  i  0« 


Cam  i^onclitio  -praeBcripta  praebet 
r  — -^ ,    erit 


;6       '    '  z  '     '     '  ^*'*'  s 


seu 


Sit  o:  rr: /z  et  f/~ws. ,  ut  jam  S  fiat  functio  Irium  variabilium  i^ 
u  et  z  ,  et  formula  difFercntialis  -n-zfrg  ila  integretur,  ut  quantiia- 
tes   t  et   u  confiiantes   habeantur,   quo   integrali  jposilo   zzz  V,   erit 

^  =:  Y:^^  t^T  :  <*     et  X), 

tibi  pars  posterior  significat  functionem  iiomogeneatn  trium  ^arialM- 
Uum   X,  ^,   3,   numcro  ^itncnsionum   exlsteiite    ziz  U. 


C  o  ro  1 1  a  r  i  u  m      i.. 
4  78.      5i   S    sK   quantitas   constans    in  C  ,     erit 


T.     "i 


^ J    i«-*-«    —  n»'^ 

bincque   primum  integxalis   mtmbrum 

cx   quo   pcr«picuura   est  cundcm   yalorem    prodituxum   fui^se  ^     quanti- 
latibus   3C,  y^  ^  anter   se    pcrmutatis. 


C  o  r  o  11  a  r  i  u  m      2. 

479-      Si    S  «it   functio    homogeBea   ipsarum  x^  y, 
sjonum   numero   existente   =:m,   quia   tum   posito   xz^tz  /et  ^mnz, 
.ait   S  .~  M;^^  y  ita   ut  M  tautum  ^^Ufiaiilajrf^s  .^  et  u   involvat  ^  ideo- 
Vol.  IIL  45 


s 
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que  pro  constante  sit  habenda  ,.    prodit 

sicque  primum  integralis  membrum  fcrit 


Corollarium      5. 

48  0.      At  si  hoc  casu  sit  m=3./i,    fit 
V  =  M/z  -f.  C  =:  M/as, 

et  primum  integralis  membrum 
Ms^laz  =  S/as. 

Fari  jure  id  autein  erit 

Slby    rel     S  / a a: ; 

id  quod  satis  est  manifestum ,  cum  horum  valorum  difTerenUa  fiac 
functio  homogenea  n  dimensionum ,  ideoque  in  altcro  integralis 
membro  contineatur. 


S  e  h  o  1  i  0  n. 

4  81.     Principium    hujus    srolutionis    in    hoc    lemmate   latiaslme 
patente  continetur ,    quod  si   fuerit 

av  =  sdz  =:  pax  +  QaY  , 

ubi  S  denotat  functionem  datam  ,  P  et  Q  vero  functiones  indefini- 
tas ,  futurum  sit 

V  zn  /Saz  +   r  :  (X   et  Y), 

at  hic  non  sufficit  indicasse  in  integratione  formulae  SdZ  ,  solam 
qi\antitatem  Z  pro  variabili  haberi ,  sed  insuper  notari  conyenit, 
binas  X  et  Y  tanquam  constantes  traetari  debcre.  Quare  st  fbrte 
S  sit  proposita  functio  aliarum  trium  variabilium  Xy  y^  z^  ^x  qui- 
bui  hae  X,  Y,  Z,  quarum  ratio  hic  est  habenda,  certo  modo  nas- 
caatur,  primum  loco  x,  y^  z  istae  X,  Y  et  Z  introduci  debenty  ut 
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fiat  S  funtk)   haium  X ,  Y  et  Z ;    (am   xtro   demum   binis  X  tt  Y 

m 

pro  constantibus  solaquc  Z  pro  variabili  •  sumta ,  integrale  /Sdz  etc 
capiendum.      Ita  in  casu  problematis  pro  integrali  f-nz^ri  ,    quanii- 

tates  ^  et  "^  ut  constantes  sunt  spectandae  ,  sola  z  pro  variabili 
sumta ;  ex  quo  in  functione  S  statui  oportet  xziz  tz  et  j/  zn  «z, 
ut  S  fiat  functio  ipsarum  z,  '  <^  ^  ^^  <^l=-9  quarum  binae  poste* 
riores  pro  constantibus  sunt  habendac.  Hoc  ergo  easu  insignis 
error  commiucretur,  si  quis,  sumta  z  variabili,  reliquas  o;  et  y  ut 
constantes  tractare  voluerit,  quoniam  ambae  o:  et  ^  etiam  variabi- 
lem  z  involvere  sunt  censendae.  Qnod  autem  variabilibus'  permu- 
tatis  primum  integralis  membrum  idem  resultare  debeat,  ut  sit 


ii)de  patet ,  quod  posito  xizitz  et  "dx  zn  l^z ,  ob  t  constantem 
sumendam   fiat 

^^  r  J^    —  t^  '7^  f ^^^        —  ^^  r   ^^    : 

^   y  3571-P,  t    Z  J  ^ri^JrT^n-^ ^   J  iir-F7  ' 

in  utraque  enim  integratione  rationes  variabilium  * ,  2!  ^  *  ^  pro 
constantibus  sunt  habendae ,  hincque  in  reductione  facta  qu^ntitas 
i  —  ^  recte  ut  constans  spectatur. 


P  r  0  b  I  e  m  a     82. 

46  2.      Si  posito 

'dv  —  pbx  +  qdy   -4-  rbz^ 
haec  conditio   praescribatur,  ut  esse  debeat 

existentibus    L ,    M ,    N    funcuonibus  datis  respective  variabilium  x^ 

45* 


i 
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y    tt    Zy   nemjpie    JS-  fpsius   Xy    M    ipsms    jiii  et'  N  ipeiat  s  tMittxm, 
naturaai.  functionis  qtiaesitae'  v  definire.. 

So  1  a  t  i  a. 

Ot^  r^—  T.^"T  ^^  aequatio*  prinerpalia  fit 

if-- 

di.  -pL(^-    ^)  +  ?.M.(|    -   |). 
Statuatmr 

ut  Bat 

dv  —  phdt'  -F-  ^M^^o; 

et  manifestum  eat,  quantitalem  v  aequari'  debere   functioni   cuicunque 
binBTum    variaBilium    <    et    u ,    quas   ita   quoque   describei*e  licct  ,    ut 

positis   formulis^  tribus  intcgralibusy-^ ,  ^i/ » ^^  ^  n"  '    P^^   <   ct  u 
sumi   oporteat  diifei*entias  inter  binas  eammx 

Sich  0  Yio  n-      t. 
48*3.      Solutjo    etiam  successisset,^  dummodo   ^  fuisset  functio 

M 

ipsarum   x  et  z^  et   ^  ipsarum  y  et  z  tantum  ;    tum  enim   multipli- 
eatores    P    et    Q   ad  integrationem   apti  quaeri  debuissent  ,    ut   fieret 

B0X    -«   ?^)   =z  dtt    ef    0.(3»   —   '-^)   =  du, 
et  ob^ 

^v   —  f  4-  .«J«  ,   forcf 

t;  nz  r  :(t    et    m). 

Permutandis  vero   vari^bilibus   t  ,   y   et  z ,   etiam   alii   casus   rcsolubi- 
Lea  prodeunt      Quando  autem  quantitates  L^  My  K  aliter  sunt  com^ 
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parnttc,  Tla  ffori  patct  ccrta  ad  solutionem  pervenicndi.  qnr^c  ccrfe 
liaud  parrutn   abstrusa   videtur,    ctim   pro    hoc    casu   satls    simplict 

(iS^  -47  s)  p  -4-  C:r  -4-  2?)  7  -4-  (^  -f-  S^)  z  nrO 

per  ptarcs-  ambag<;s  tandem  ad  hanc  pervcnerim  solutionem  ,  ut 
posito 

f  zzz  (x  h  y  4^  z)  {00  ~  zf  et  ?^  —  (.a?  -+-  i/  h-  z)  (ry  —  s )*, 

fiat    i;  ~  F  :  (f   et   lO ;     quoniam     igitur    binac    quantitates    <   et   li, 
.quarum    functio   quaecunque    loco   v    posita   conditioni   satisfacit ,     hoc 
casu    tantopcre    sunt    coraplicatae ,     genjcraliter    multo    rainus    solutio- 
Bcnv  expectarc   hcebit^ 

S  c  h  o  r  r  0  n      J. 

4S4.  Ad  pliires  autem  aJios  casus  soTutio  cxtendi  potc^t. 
Si  functiones  datae  L,  M,  N  ita  fuerint  comparata^j,  ut  alias  E,  F, 
G,  H    reperire   liceat ,     quibus   fiat 

E  Or   -    ?^|?)   -f-  F  Oy  ~  "^p)   —  dt    ct 

G  (dx  -  ^f-)  -^  nQu-   -r  >  =  ^" ' 

tum   cnim   posito 

;;   —   PE    4-  QG    ci    <?   ~  PF    -h  Q^  ,    fict 
dv   —   ?dt   -4-   (2dw, 

ubi  P  et  Q  sunt  functiones  indefinitac  Ibco  p  ci  q  introduotae, 
quantitas  v  acquttbitur  fuuctioni  cuicunquc  binarum  variabilium  t 
dt  w,    seu   erit 

t;  z=   r  :   (^  et   u). 

Totum  ergo  Hegotium  huc  redit,  ut  pro  datis  fnnctionibus  L,  M.  N, 
iunctiones  E,  F  ct  G,  H  invcnianlur  ,  quod  quidem  scraper  prac- 
stari  possc  videtur,  sed  hacc  ipsa  quaestio  pleruraque  difficilior  eva- 
dit  quam    ipsa    proposita.      Sufficit    autem    binas    ejusmodi   functiones 
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T  et  F  inde<)ue  qnMtitatem  t  investigasse ;  quia  deincepa  permo- 
tandis  variabilibus  x,  y,  z^  una  cura  respondentibus  L,  M,  N,  spomie 
idoneus  valor  pro  u  elicitur.      Ita  in  exemplo   ante  allato 


postquam   invenerimu« 

/  m   (r  4-  j/    ^-  s)   (a:    —    sf  , 
sola   permutatio  statim  praebet 

u  z:::  (:c   -4-  y  +  2:)   (y   —   s)% 

vel  etiam 

w   n:   (:r  4-  y   4-  s)   (:r  —  yf, 

Problema      8  3. 

4  8  5.      Si   poslto 

di;  zi:  pdx  4-  q^y  -4-  ^^^ 

haec  comlitio  praescribatur ,    <ut  sit  pqr  ~  1  ,    naturam   funcuoois  v 
inve&tigare. 

S  0  I  u  t  i  o. 
Ob  rzzi--.    erit 

unde   coHigimus 

qua  transformatione  id  sumus  assccuti ,  ut  formula  integralis  bioa 
tantum  diflerentialia  dp  ei  dg  involvat.  His  jgitur  in  locum  prin- 
cipalium  introductis  concludimus ,  illam  formulam  integralem .  aequari 
debere  functioni  cuicunque  binarum  variabilium  p  ct  q.  Sit  S  ta- 
lis  functio  ,    ut  fiat 

»  =  7?x  -4-  yy  -f.  ^^  —  S  , 
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et  jam  superest,  ut  cum  titterae  p  et  q  m  calculo  retincanlur  aliae 
doae  elidentur ,  id  quod  inde  est  petendum ,   quod  sit 

aS  =   (X   -   ^)  a/,  -f.   (y  —  ^'^)  Bq, 
ideoqae 

^  PPq    ~    W      ^^      y     ^     pqq    —    ^dq^^ 

Nunc  igitur  solutio  ita  se  habebit.  Introductis  his  ternis  variabi- 
libus  p  ^  q  et  z ,  sumtaque  binarum  p  ^t  q  functione  quacunque 
S  ,    capiatur 

"-ff.  -^O  ''  5/  =  ,^, +  0, 

ac  tum  functio  quaesita  v  ita  definietur  ,    ut  sit 

Vel  si  malimus  v  per  ipsas  tres  variabiles  .r,  y,  z  exprimere  ,  cx 
btnis  aequationibus 

quaeraDtur  valores  ipsarum  p  ct  q  ^  quibus  in  functione  S  substi- 
tutis  erit 

t;=:px-f-</f/^^  —  S, 
sicque  quacsito  erit  satisfactum. 

CoroIIariura      1. 
4&6.      Si  functio   S  sumatur  quantitas  constans  C  ^    oU 
ppq   =  ^    et    pqq  z=:  jf,    erit 

pq  :=z   y   ~,    hmcque 

p  =:  VJI    et    q  -  •/*■;;    unde  fit 

v   m   3  y  xyz   —    C  , 
q[ui  est  valor  particularis  problemati  satisfaciens.. 


ac&e  c  A  P  U  T    IIL 

<C  e  r  o  I  i  a  r  I  n.m     2. 

48  7.  .  t)uoniam   in   conditione  praescripU 
jyqr  z=    1  ,    seit  (^^)   (j^)  (5^)  r=   1 


tantum  diflerentialia  trium  variabilium  x  y  y  ti  %  occurrunt ,  «as 
quantitalibus  constanlibus  quibusvis  augeie  licet ,  unde-  n^scitur  so- 
Jutio   aliquanto   latius   patens 


.V 


3  y  ix    ^  a)   (t/   ^  b)(p   -+-  .€)    ~   C. 


"S  c  h  o  1  i  o  n      1 . 

4  8  8.      Alius    datur    praeterea    casus    facilem   cyoiulionera    ad- 
mittens,  ponendo   Sziz.2cypq,    unde   colligitur 

Vy      a/  «  -  Vsc      a/     Z 

P    Vi    y     Vxy  —  c    ^^     ^    —    />     )      y^— i  ' 

idcoque     S   m    2  c   y '  :jfr—~  • 
Assequimur  ergo 

V  —    3yz  iy^ xy   —   r>^., 

et  pcrmutandis  variabilibus   simili  ^odo   habcbimus 

v—  3  y  y  ^y  xz  —  6)^  ct  rm  ^y  xiy  yz^ — a)\ 

ubi  porro  pro  a?  ,  y  ,  z  scribere  licet  ar  -r^  /",  y  ^  g  ^  z  -4-  It. 
Cacterum  patet  solutionem  generalem  perinde  succedere  ,  si  quanti- 
tas  r  functioni  cuicunque  ipsarum  p  et  q  aequari  dcbeat ,  scu  si 
inter  p^   q^  ,r  ae^uatio   quaecunque  ^roponatur. 

S  cii  o  l.i  0  n      .2^ 

48  9.     Quodsi   enim   posito 

di/  z^  pdiPt^  H-  qdy  -4-  rQz^ 
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inter  ternas  formulas 

/>  =  (£).  ■?  =  (§).'  =  (a) 

aequatio  proponatur  quaecunque,  quae  differeQtiata  praebeat 

tiim   facto 

ut  sit 

V  zzzp  X  ^  q  y  ^-  r  z  —  S, 

sumatur  functio  quaecunque  trium  quajatitatum  p^  q^  r,  quae  sit  Y, 
haecque  differentiata  praebeat 

aVz=:L^;)-+-Md(7  +  Ndr, 
tum  rero  est 

0  — Pwd/7-4-Qa59-f-RaDr, 
ideoque 

a  Vni(L~f-P  w)3/>-4-(M  -hQw)^^  -*-(N  H-Ra)ar, 

quae  forma  ob  novam  introductam  Tariabilem  ii  latissime  patet. 
Statuatur  jam   S  ~  V ,  fietque 

a:~L-f-Pu,  t/~M-f-Qaj  ^"^-4--^^, 

ita  ut  nunc  praeter  variabiles  p-,  q^  r^  quarum  una  per  binaa  reli- 
quas  datur,  nova  habeatur  u,  ex  quibus  jam  tres  x^  y  ti  z  ita 
dcfinivimus,  ut  per  eas  vicissim  hae  p,  q,  r  ei  u  determinentur, 
tum  vero  erit 

V  ~  p  X  -^  q  y  -^  r  z  —  V. 

Quare  pro  V  sumta  quacunque  functione  trium  quantitatum  p,  q^  r, 
inter  quas  ejusmodi   conditio  praescribitur,  ut  sit 

^dp-^Qdq-^RdrzizO, 
Vol.  UL  46 
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•umatur 

X 

eritque 


Pu-^>(^),  y  =  Qm.0.  z  =  R.« -+- (jr). 


V 


=  ( P  /»  4-  Q  9  +  R  r)  u  -t-  p  ( g)  +.  7  (l^)  -f-  r  ( J^)  -.  V, 

quae    solutio    praeeedenti    ideo    est    antefcrenda,     quod  in  Jianc  tres 
quantitates  p^  </,  r  aequaliicr   ingrediuntur. 

P  r  o  b  I  e  m  a      S4. 
49  0.      Si   posito 


hsLtc  conditio  praescribatur ,    ut    esse    debeat  pq  r  ZZZ  — ,     naturam 
fiinctionis  v  de&nire.  • 

S  0 1  u  t  i  o. 

Ponamua  p  ~  -^»  q  —  ^^  rzzi-^^  ct  ob  conditionem  prae- 
scriptam  debct  esse  P  Q  R  rz  1 ;  tum  vero  crft 

dv Pdx     ,     Qdy    ,     Rd« 


Statuamus  nunc 

IvznY,  lxz=zX,  lyzizY,  lzz=zZ, 
et  habebimus  hanc  aequationem 

pro  qua  esse  dcbet  P  Q  R  m:  1  ^  quae  quaestio  cum  non  discrepct 
a  problemate  praecedente,  eadem  solutio  huc  quoque  facillime  trans*^ 
feretur^ 

S  c  h  0  1  i  o  n. 

49 1  *      Plures   casus,  quos   forte  in  hoc  capite  expedire  liceat^ 
bic  non  evolvo ,.  cum  quia  usus  nondum  perspicitur,    tum  vero  \nf 


C  A  P  U  T     III. 


3^3 


pnmis,  qtioniam  hujus  partis  calculi  intcgralis  prorstis  adhuc  incog- 
nitae  prima  tantum  principia  adumbrare  constitui.  Pro  formulis  aii- 
tem  difierentialibus  altiorum  graduum,  quae  in  •conditionem  praescrip- 
lam  ingrediantur ,  vix  quicquam  vproferre  Ucet,  praeter  qu^sdam 
observaliooes  ad  aequationes  homogeneas  pertinentes,  quibus  ergo 
hnnc  partem  calculi  integralis  sum  finiturus,  simulque  totl  operi 
finera   imposilurus.      ^ 
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CAPUT      IV. 

DE 

AEQUATIOiNUM     DIFFERENTIALTUM     HOMOGENEARUM 

RESOLUTIONE. 

Problema      85. 
492. 

i3i   V   aequetur   functioni  cuicunque  binarum  quantitatum  £  et   u,    ita 
per  tres  rariabiles  Xj  y  ti  z  determinatarum ,  ut  sit 

t  —  ax^^z  et  wzizyy-t"5s, 

ejus   formulas  differentiales  omnium  graduum  inde   definire. 

S  o  I  u  t  i  0. 

Cum  V  sit  functio  quantitatum 

t  —  ax  -^ ^z  et  uzny  y-i^  Szj 

ejus  formulae  differentiales    ex  his  duabus    variabilibus  natae  innote^ 
scent,  scilicet 

/3*tN      /9a^v      /99^      /3^\      /ddv\ 
^df/'    Vdit/'    Vdf^/'    Wdu/*    W/' 

hinc   autem  statim   colligimus 

(s) =«  O.  (D  =  Y  (rJ.  (s)  =  (3  (^)  +  J  (|s), 

formulas   scilicet    diiferentiales    primi    gradus.        Pro    formulis    autem 
difTerentialibus  secundi  gradus  adipiscimur 

©=««(^.  (Ip)  =  vy(kD. 

(^)  =(3(3  (^  +  2  (3  5  (S)  +  «  5  (i^. 
&  =  ^y(^.  (^  =  «(3^+«J(a^). 
«t(^J  =  (3Y(^J  +  V^(in- 
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Simili  modo  ad   tertium  gradum'  ascendimiu 

<|p)  =i'.  <-w^  H-  3 13'  5  <^)-+  3  (3  s'  (^.)  +  a'  (|S). 

<d^»di>  —  a  a  ^  (^)  +  «  a  a  C^^^-), 

«SJSJ.)  ==  (3  Y  V  <S5p)  +  V  Y  « '3?)  •• 

(SWJ  =  « (3  (3  (|?)  -f-  2  « ,3  5  (^:j„)  +  .  SS(^ . 

<5W)  =  (3  (3  V  (a?:f.)  +  2  (3  V  5  (a?;?)  +  Y  S  5  <D. 

unde  facile  patet,  quomodo  has  formulas  difTerentiales  ad  altiores 
gradus  continuari  oporteat. 

S  c  b  o  1  i  0  n      1. 

493.  Hoc  problema  fortasse  generalius  conoipi  debuisse  vi- 
debitur,  quantitates  t  et  u  ita  per  tres  variabiles  x,  y^  z  definien- 
do^  ut  essct 

tz^zoix^^y-^yz  et  uizlZ  x  -^  ty  -\-^Zy 

verum  curo  haec  hypothesis  in  eum  tantum  finem  sit  facta,  ut  v 
fieret  funetio  ipsarum  £  et  u,  evidens  est  tum  quoque  v  spectari 
pesse  ut  functionem  harum  duarum  quantitatum  ^l — j3u  ct  5<  — aw, 
quarum  illa  ab  y  haec  vero  ab  x  erit  libera.  Quocirca  hypothe- 
sis  assumta  latissime  patere  est  censenda,  exceptio  tamen  forte  hinc 
admittenda  videbitur,  si   fuerit 

t  ~  X  -|-  2;  et   uiz,x  —  3, 
quia  hic  ipsius   u  valor   non   continetur,   verum   etiam   hoc  casu  (juariv 
titas   V  ut  functio   ipsarum   t^u  et  ^ —  u    spectata    fiqt    functio  ip- 
sarum   a:    et    z,     qui    casus    utique    ia    hypoth«si    continetur,    sumtis 

f3=:  e  et  V  =  0- 
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S  c  h  o  1  i  o  n      2. 


4  9  i.  Hoc  problcmn  ideo  praemisi,  qnia  alias  acquationes 
differenualcs  tractare  hic  non  sustineo,  nisi  quibu^  ^jusmodi  ralor 
satisfaciet,  ut  v  aequetur  functioni  cuicunque  biigflhiin  novarnm  ts- 
riabilium   /f   et   i/,     quae    ab    prmcipalibus  x,   i/,   z  ita    pendeant ,    ut 

sit   quemadmodum   assumsi 

tzzzoL  X  -\-  ^  z  et  M  —  yy-4-5z. 

l^ujusmodi  autcm  acquationes,  quibus  hoc  modo  satisficri  pofest, 
essc  homogcncas,  facile  patet,  ita  ut  acquatio  resolvenda  constet 
nonnisi  formulis  dlflrerentiaHbus  ejusdem  gradus,  singulia  pcr  con- 
stantes  quaiuitates  multiplicatis,  et  inter  se  additis,  qua  appcllatione 
acquatiomnn  homogencarum  jam  in  parte  praeccdcnte  sum  usus. 
Pioposita  crgo  hujusmodi  acquatione  homogenea,  loco  slngulanim 
formulam  diircrcntialium  per  elcmcnta  ^x,  3^/,  3z  formatarum  substita- 
antur  valorcs  hic  inventi  per  elcmcnta  dt  et  du  f^rmati,  et  tuna  singula 
membra,  quatenus  certam  formulam  diflTcrentialem  ex  clcmentis  dt 
et  du    natam   complcctuntur,    seorsira   ad   nihilum   rcdigantur ;     inde- 

que  rationes  -^  ^^  77  dctermincntur;  quandoquidem  quacstio  non 
tiHU  circa  has  ipsas  quantitates,  quam  earum  rationos  versatur. 
Ouoniam  igitur  duac  tantum  res  invcstigationi  relinqimntur,  si  plu- 
ribus  aequationibus  fuerit  satisf^^ciendum ,  ejusmodi  aequationes  ho- 
mogeneae  hac  raiione  resolvi  nequeunt,  nisi  casu  quo  plures  illae  ae- 
quationes  ad  duas  tautum  revoceatur,  id  quod  in  sequenttbus  cla- 
rius  explicabitur. 

P  r  o  b  I  e  m  a      86. 

« 

495.      Proposita   aequatione    homogenea   primi    gradus 
investigare   naturam   functionis   v  trium   variabilium   x,  y  et   z. 


% 
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S   o  l  u  t  i   o. 

Fingalur   vzzzTiCt  et  u),  existcnte 

i  ~  ax  -i-  ^  z  et  u  ~  y  y  ^S  z^ 

et   facta  substitutione    ex    probleraate    praecedente   aeqnatio  nostra   in 
dtias  partes  diyidetur 

(^(Aa-H.Cp-+-(^CBV-|-C5)==:o 


qDarvni  atraque  seorsim   ad   nihiium  reducta  praebct 
?  — -i^  <ft  ^  — =^ 

a  —    C     ^^   y  —    c   ' 

mide  fii 

t  z:zC  X  —  AzGtuzzzCy  —  B  z. 
Q,iiare  aequadonis   propositae  integrale  completum  erit 

vrzTiiCx  —  Xz  et  C  y  —  B  s) , 
quod  etiam   concinnius  ita   exhiberi  potest 

Corollarium      1. 

496.      Fermutandis    variabilibus    hoc    integrale    ctiam    ita    ex- 
primi  posse  evidens  est 

«■  =  r:(i-iet  i-f),  «1 

,  =  r:(f-i«  J-i). 

qooniam  cst 

jt >  —  r^  i\ fZ        *  \ 

A.  h \A  C/  VB  CJ' 

Corollarium      2. 

49  7*      Quin   etiam   constitutis   ex   aequatione   pioposita^  his  tribus 
fcrmulis 

9^ 2.     *. i     Z  JL 

A^  a'    A  C  '    B  c » 
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functio  quaecunque  ex  iis  utcnnque  oonilata  valorem  idoneum  pro 
suppeditabit.       Quoniam    enim    harum    binaram  formulamm  unaqoac 
que    est    dinerentia    binarum    reliquaruin,     talia    functio    duaa   tantu 
variabiles  complecti  est  censenda. 

C  o  r  o  1 1  ar  i  um      3. 

4  9  8.  Perinde  est  quanam  harum  trium  formarum  integra 
lium  utamur,  quando  autem  binae  novae  variabiles  t  ei  u  iBter  s 
fuerint  aequales,  tum  alia  est  utendum.  Veluti  si  esset  C  i=  ( 
prima  forma  vzizT:(z  et  s),  utpote  functio  solius  z  foret  inutilii 
et   integrale   conipletum   essct  futurum 

^'  —  T:  (f  —  i  ct  s),  seu 
V  =:r:(Bx  —  Ay  et  z). 

P  r  o  b  1  em  a      87. 
4  9  9-      ProposiU   aequatione  homogenea  secundi  gradus 

+  2F(,^)=0, 

cnsus  investigare,    quibus    ejus    integrale  .hac  forma   T:Ct  et  u)  e 
primi   potest,  existente 

<~aa:-+-|3z  et   M~yy-|-5z. 

S  o  1  u  t  1  o. 

Facta    substitutione    secundum     formulas     in     probiematc 
traditas,  aequatio   proposita   in   tria   mcmbra   sequentia   resolvetur 

(^)  (Aaa-HC|3(5-h-2Ea|3) 

(~)  (2C/35-H2DayH-2Ea5-+-"2F^y) 

(gg)  (Byv-^-CSS^^FyS) 
quorum  singula  seorsim   nihilo  d^ent   aequari.       At  primum    f 
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P^    ~  E  +  •  (EE  —  AC) 

a C  '         '  \ 


ultimum  vero 


^    —  F  -4-  >^  (FF  —  BC) 

qui  valores  in  media  ,    quae  ita  referatur 

cji  _H  D  -h  ^  ■+•  ^  =  0 


^    \,f* 


l 


, » •  • 


•-.-•' 


substituti  suppeditant  hanc  aequationem 

EF  —  CD  —  /  (EE  —  AC)  (FF  —  BC)  ,    " 

qua  aequatione  conditio  intcr  coeflacientes  A,  i?,  C,  D,  E,  F  con- 
tinetur,  ut  soiutio  hic  applicata  locum  invenire  possit.  Haec  autem 
aequatio  evbluta  dat 

CCDD  —  2CDEF  -+-  BCEE  ^-  ACFF  —  ABCC  rz:  0, 
unde  fit 

p     2DEF  —  BEE  —  AFF 

^     —  DD  —  AB  ' 

,  quia    factor    C    per    multiplicationem    est    ingressus.      Quoties    autem 
haec   conditio  habet  locum ,    ut  sit 

AFF  +  BEE  +  CDD  z=z  ABC  -f-  2  DEF  , 

toties  haec  expressio  algebraica  ex  aequatione  propodita  forcdanda 

Xxx  4-  ^yy  +  Czz  +  2  J)xy  +,  2  ILocz  -4-  2  Vyz 

in  duos  factores  potest  resolvi ,  neque  ergo  aliis  casibus  solutio  hic 
adhibita  locum  habere  potest.  Quo  ergo  hos  casus  solutionem  ad- 
mittentes  rite  evolvamus,  ponamus  hujus  formae  factores  esse 

(oar  4-  61/  -I-  cz)   (^fx  ^gy  ^h:^)  / 
quod  ergo  eveniet ,    si  fuerit 


=  «/. 

B  = 

-bg,                C^ 

~ch. 

2Dz 

-ag  -i 

-6/,     2E  = 

-ah-^c/,  2  F  = 

-bh- 
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unde  utique  fit 

AFF  4-  BEE  -f-  CDD  =  ABC  +  2  DEF. 
Hinc  autem  pro  solutione  colligitur 

vei     ^    —      ^    ,      vei      ^    —     ^    ,      n 

ubi    observari   oportet,    pro    fractionibu8  ^  ^^  -y    valores  sibi   $ub- 

scriptos  conjungi  oportere  ,    ita  ut  sit 

vei    t  ziz  cx  —  az^     ct    u  zzz  cy  ^^  bz  ^ 
vel    t  n:  Ao:  —  /z ,     et    u  zn  At/  —  Sfs. 

Quocirca   pro    his   casibus    solutionem   admittentibus    integrale    com- 
pletum  erit 

vznT:  (cx  —  az  et  cy  —  bz)  -f-  A  :  (hx  —fz  et  hy  — -  gx")  , 
seu 

I 

Corollarium      1. 

5  0  0.     Hoc  ergo  modo  aliae  aequationes   homogeneae  secun- 
di  gradus  resolvi  nequeunt,  nisi  quae  in  hac  forma  continentur 

«/(|^)  +  bg  (g^)  H-  ch  (|g)  ^  iag  +  6/)  (^) 


+  (aft-+-c/0  (.^)  -4- (ft/i  -f- cflT)  (^)  =  0  . 


tum  vero  integralc  completum  erit 

Corollarium      3. 

501.     Quo  auiem  facilius  dignoscatur,  utrum   aequatio  quae 
piam  proposita 
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eo   reduci  possit  nec  ne?  ibrmetur  inde  haec  forma  algebraica 
A  ara:  +  B  f/y  -I-  C  2Z  4-  2  D  a:y  -f-  2  E  a:z  -f-  2  F  yz, 

quae  81  resolvi  patiatur  in  duos  factores  rationales 

iax  -p  by  ^  cz)  (fx  ^  gy  ^  hz)  , 
ejus  integrale  conipletmn  hinc  statim  exhiberi  potest. 


,  I 


Corollarium     3. 

5  02.  Unicus  tantum  casus  quo  duo  isti  factores  inter  se 
fiunt  aequales ,  exceptionem  postulat ,  quoniam  tum  binae  functiones 
inventae  in  unam  coalescerent.  Yerum  ex  superioribus  colligitur, 
81  hoc  eveniat  ut  sit  /^zzz  a,  g  zz:  b  et  hzzzc^  integrale  completum 
ita  exprimi 

z  =  «r:e_f  «i-f)-*^A:(f-i«^-i). 

S  ch  o  1  i  o  n      1. 

503.  Qtdbus  ergo  casibus  aequatio  homogenea  secundi  gra- 
dus  resolutionem  admittit,  iis  quoque  in  se  complectitur  duas  aequa* 
tiones  homogeneas  primi  gradus 

/(a)  +  90  +  h<^  =0, 

quippe  quarum  utraque  illi  satisfacit,  et  harum  integralia  completa 
jmictim  sumta  illius  integraie  completum  suppeditaht  Hinc  alia  via 
aperitur  aequationum  homogenearum  secundi  gradus  integralia  inve* 
niendi,    fingendo    aequationem    primi    gradus  ipsis  satisfacientem 

"© +»o+'(ii)= «. 

47  * 
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tum  ex  hftc  per  triplicem  differeittiatioiiem  tres  novae  formentur 

I 

quaxum  prima  per  \f,  secunda  per  g  et  tertia  per  h  multiplicatae 
et  in  unam  summam  collectae ,  ipsam  illam  aequaiionem  generalem 
producunt ,  cujus  integrale  supra  exhibuimiis.  £a  ergo  quasi  pro- 
ductum  ex  bihis  aequationibus  homogeneis  primi  gradus  spectari 
poterit,  ex  qiiibus  conjunctis  integrale  completum  format\u% 


S  c  h  ol  i  o  n      2 


5  04.  Infinitae  ergo  aequationes  homogeneae  Sjeoundi  gradus 
hic  exduduntur,  quae  hoc  modo  integratiotaem  respuunt^  seu  ad 
aequationes  primi  gradus  reduci  nequeunt ;  qui  ca^us  exclusi  omnes 
ex  hoc  criterio  agnoscuntur,  si  non  foerit 


AFF  4^  BEE  ^  CDD  =:  ABC   ^  2  DEF. 

Hujus  generis  est  ista  aequatio  (J^)  ZZL.  (^),  quac  ergo  tale  in- 
tegrale,  cujusmodi  hic  assumsimua  non  admittit,  neque  etiam  alia  pa- 
let  via  ejus  integrale  completunt  investigandi.  Integralia  autem  par- 
ticularia  facile  innumera  exhiberi  possunt ,  et  qnae  adeo  functiones 
arbdtrarias  complectuntur  ,  sed  tantum  unius  quantitaikift  variabili», 
quae  in  praesenti  instituto  oonnisi  iiUegraUa  particularia  constitjuere 
sunt  censendae.     Si  enim  ponatur  «^ 


t;  m  r  :  (flw?  +  f3y  -4-  yz), 
facta   substitutione    fieri   debet  ajSnrvY,  seu  sumto  y— 1,   debct 
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csse  a^  ZZ  1  ;    quare   innumerabiles    adeo   hojusmodi    formulae   con- 
junctae  satisfaciunt ,    ut  sit 


4- S  :  (4- a; -J- 4  y  +  »)  4- etc. 

uhi  pro  ott  ^9  Y^  ^^  ^t^*  numeros  qiioscmiqiie  accipeare':  licet: 
quamvjs  autem  infiliitae  hujusibodi  fonhulae  diyersae  coi^vngwlktur^ 
taiaeo   integrale  .jKmiasi  pro  particulari  kabeii  vptffeett;   !.£xiqiu>'in» 

telligitur   integrationem   completam   iatitis    Atqui^ti  l^)--^ 

maximi  esse  momenti,  methpdumque  eo  ^  perveniendi  £nefi  analyseos 
non  mediocriter  esse  prolaturam.  Aequationes  autem  homogeneae 
tertii  gradus  multo  majorem  restrictionem  exigunt,  ut '  integratio  cbm- 
pleca  hoc  rooda  soccedat;  uti  sequenti  problemste '  ostendetur. 

Problema     8  8, 

5  0&.  Aequationum  homogenearum  tertii  gradus  eos  casus 
definire ,  quibus  integrale  completuih  per  formam  assuratam  exhi- 
beri ,    seu  ad    formam  aequationum  homogetteirttW  pr^iiii  grarfuS  rc/- 

duci  potest.  ..    '  i        • 

,  -    -     .  .-. 

S  0  i  u  t  i  o. 

In  aeqpationei.homogenea  tevtii  gradui  fifig^tbr  conttneri  haec 
primi   gradus 


i  t   .; 


«(£)-»-6(|^)-h^(fe=o. 


9x'  Syf     '^       dz' 

quae   ut  satisfaciat  aequationi  tertii  gradus 
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necesse  est  ut  expressio  haec  algebraica 

-4-  Ea?i/y  ^  Garzz  h-  lyzz 

factorein  habeat  ax  +  bt/  ^  cz^  nisi  atitem  alter  factor  denuo  in 
duo8  simplices  sit  resolubilis ,  ad  aequationem  homogeneam  secundi 
gradiis  refetretur ,  quae  soiutionem  respuit.  .  Quare  ut  integtatio 
completa  snccedat  necesae  est,  ^  istam  ezpresaioncm  triboi  cofistare 
factoribus   aimpiicibsos.,    ^i  swt 

(^ax-^  hy  -+•  <rz)  ifx  h-  gy  ^  hz)  (Jkx  h-  niif  -+•  wz) , 

hincque  aequatioins  generalis  cocfficientes  ita  se  habebunt 

A  zn- afk ,     D  —  afm  h-  a^k  -+- bfk ,     H*  zz:  h^^hhm^egm. 


B  —  hgm  ,     E  zz:  agm  •+-  6y>n  -+-  hgk  ,      I  ~  bhn-^cgn  -^chm^ 
C  zii  c An  ,     F  zz:  a/n  h-  ahk  -f-  c/^/r ,      K  —  agn-^ahm^  hfn 

G  —  ahn  ^+r  cfn  -f-  chk ,"         -^  bhk-^cfm-^cgky 

ac  tum  integrale  completum  erit 

quilibet  scilicet  factor   simplex  praebet   fiinctionem  arbitrariam  dua« 
rum  yariabiiium. 

CoroIIarium      1. 

506.  In  qualibet  harum  functionum  variabiles  x^  y^  x  m^ 
ter  se  permutare  licet ;  quin  etiam  quaelibet  quasi  ex  tribus  raria* 
bilibus  conflata  spectari  potest ,    prhna  nempe  ex  his 

iL    21        y^  ^    ^f    ^  * 

sinulique  modo  de  caeteris. 
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C  0  r  o  Uari  um      2* 

50  7.  Si  duo  factores  fucrint  aeqjttales /rza,  gmh,  hznc^ 
quo  -casu  duae  priores  fUnctiones  in  unam  coalescerent,  earum  loco 
scribi  debet 

»r  =  S-1  «!-f)  +  ^  =  (i-!  «'  1-7)  = 

at  si  omnes  trea  fuerint  aequales,  ut  insuper  sit 

m 

integrale  compietum  erit 

^  =  X»  r  :  (i  -  1-  .1  i  -  I) 

+   X    A:  (f   -  I    et   i  -  i) 

+       2 :  (f  -  f  "  i  -  t)- 

Coroliarium      3. 

508.  Quemadmodum  hic  duas  priores  partes  per  xx  et  x 
multipiicayimus  ,  ita  eas  quoqqe  per  yy  ti  y  item  zz  et  z  multi* 
plicare  possemus ,  perinde  enim  est  quanam  rariabili  Iiic  utamur, 
dum   ne  sit  ea,  quae  forte  sola  post  signum  fbnctionis  occurit,  sci« 

licet   si   ess^t   a  zi:  0 ,   et  functiones  quantitatum  rt  et  ^^  — -  -^  capi 

debeant ,  tum  multiplicatores '  ara:  et  rc  excludi  dcberent 


f  ■ 


S  c  h  0  I  i  on      1 


5  09.  Simili  modo  patet  aequationes  liomogeneas  quarti  gra- 
dus  hac  methodo  resoWi  non  posse,  nisi  in  quatuor  ejusmodi  aequa- 
tiones  simplices  resolvi ,  et  quasi  earum  producta  spectari  queant. 
Etsi  enim  hic  fevera  nulla  resolutio  in  factores  locum  habeat,  tamen 
cx  allatis  exemplis  clare  perspicitur ,  quemadmodum  ex  aequatione 
difrerentiali  homogenea  cujuscunque  gradus  expressio  *  algebraica  ejus* 
dem    gradus    ternas   yariabiles  :t,    y,    z  involyens  debeat  formari ;: 
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quae  si  in  factores  simplices  formae  aa;  -4-  fty  -f-  cz  resolvi  queat, 
simul  inde  aequapionie  differentialis  integrale  completi^  fkcile  exhi* 
bebitur,  cum  qmUbet  .factor  funcUonem  dujiruip .  veriabiUi^m  suppedi* 
tet,  integralis  partem  constituentem  ;  ita  ut  etiam  haec  par$  seor^ 
sumta  aequationi  differeutiali  satisfaciat  et  pro  integrali  particulari 
haberi  possit.  At  si  illa  expressTo  ilgebraiea  1(a  fuerit  ^cmparata, 
ut  factores  quidem  habeat  simplicea  sed  «on  ito<;  qnot  dimoiiioiies, 
singuli  quidem  integralia  particdaria  praehebunt , , .  quae  autem  jun- 
ctim  sumta  non  integrale  completum  suppeditabuiit«  Vehiti  $1  pro» 
ponatur  haec  aequatio  differenUalis  terlii  gi'adu9    . 

^V  3ga*  ^V  W#V9  0m  3/Vtt  #V  ^/V< 

quia  forma  algebraicl 

axxy  -|-  hxyy   —   axzz   —   hyzz 

factorem    habet    simplicem    ax  *\-hy  ^    illi    utique    satisfaciet    valor 

t^~r:(— —  y  et  z),  pro  integrali  aiitem  completo  adhuc  desunt 

duae    funcUones    arbitrariae,     inte^grale  compleram  hujus   aequatiQnis 

(jjg^)— (j^)~Q  conUnente3,  ex  qua  quippe  isJtcr  feftor   xy—zz 

illius  expressionis  na$citi|r*  .  QuoUes  ergo  hae  expressio^e^  algebrai- 

cae  ex  aequationibu3  <U£ferenUalibus  homogpneif  ^alUorum  graduum 
formatae  resolutionem  in  factores ,  etsi  non  simplices ,  admittant ; 
hinc  saltem  discimus,  quomodo  earum  integratio  ad  aequaUones  in- 
feriorum  graduum  revocari  possit,  quod  in  hujusmodi  arduis  invesU- 
gationibus .  sip^  dubio  ^ajiini  .^st.momemi. 


i    ;   » j         .  •  V  •  * i «    ■  .  .     •■      4. . .  .  l .  •  .         ... 

.-.* .        ■     ■•■-,■  I       k'j  .     »  :   I    .  ! .  .    •  ■ 

t  .»./  S  c  h  Qlion      2. 


510.     Haec  suut  quae.de  funcUonibu^  trium  v^riabilium  ex 
data ,  .quadam^  diffgr^wUa^iq    relaUone  ,  iuvcsUgan^ii   proferre  potui. 
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in  quibus  utique  nonnisi  prima  elementa  hujus  scientiae  continentur, 
quorum  ulterior  evolutio  sagacitati  Geometrarum  summo  studio  est 
commendanda.  Tantum  enim  abest,  ut  hae  speculationes  pro  steri- 
libus  sint  babendae,  uL  potius  pleraque,  quae  adhuc  in  Theoria  mo- 
Xm  ^vtidorum  desiderantur,  ad  has  Analyseos  partes  sublimiores  sint 
.]:eferei|da ;  quarum  proptereA  utilitas  neutiquam  parti  priori  calculi 
]ntegra,li9  postponcnda  .videtur.  Eo  magls  autem  hae  partes  poste- 
rioripg.jjexcoUj.mefea^ur,  quod  Theoria.  fluidorum  adeo  circa  functio- 
xie^t  quatuor  variabiUum  versetm%  quarum  naturam  ex  aequationibus 
differentialibus  secundi  gradus^  inye^tlgari  oportet,  quam  partem  ob 
penuriam  raateriae  ne  attingere  quidem  volui.  In  hac  autem  The- 
oria  resolutio   hujus   aequationis 

f^^\   —   /^—\   _L_   f^^\   _j—  r^^^ 

maxime  est  momenti,  ubi  litterae  x^  y,  z  ternas  coordinatas,  t  vero 
tempus  elapsum  exprimunt ,  harumque  quatuor  variabilium  functio 
quaeritur,  quae  loco  v  substituta  illi  aequationi  satisfaciat.  Ex  hac- 
tenus  autem  allatis  facile  colligitur,  integrale  completum  hujus  aequa-^ 
tionis  duas  complecti  debere  functiones  arbitrarias,  quarum  utraque 
sit  functio  trium  variabilium ,.  aliasque  solutiones  omnes  minus  late 
patentes  pro  incompletis  esse  habendas.  Facili  autem  negotio  innu- 
ineras  solutiones  particulares  exhibere  licet,  veluti   si  ponamus 

V  =1   r  :  (ax  ^   ^y   ^  yz   -+-  St), 
reperitur 

55  =:  aa  -f-  (3p  +  yV» 
quod   cum    infinitis  modis  fieri  possit,  infinitae   hujusmodi  functiones 
additae    valorem    idoneum  pro  v  exhibebunt.      Deinde   etiam    satisfa- 
ciunt  isti  valores 

y  {xx -i- yy  •+•  zz) 

T  :[x±V(tt  —  yy  — zz)i 

^   —  Vi^tt  —  yy  —  zz)  ' 
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Definitio      1. 


1. 


•/ 


Jttelatio  inter  binas  variabiles  variari  dicitur  ^    si  valor  ^    quo  al-- 
tera  inde    per    alteram   determinatur ,    incremento.  injinite    parvo 

i 

cmgeri  concipiaiur  ^   quod  incrementum   variationem  ^us  quantita- 
tis^  cui  ac^icitur  ^    vocabimus. 

£  X  p  1  i  c  a  t  i  o. 

2.  Frimum  ergo  hic  consideratur  relatio  inter  binas  varia- 
biles  X  ci  y  quaecunque ,  aequatione  quacunque  inter  easdem  ex- 
pressa ,  qua  pro  singulis  Talorlbus  ipsi  x  tributis  ralores  ipsius  t/ 
coATenientes  determinentur  ,  tum  yero  singuli  yaloree  ipsius  y  par* 
ticalis  infinite  parvis  utcunque  augeri  concipiantur,'  ita  ut  hi  yalores 
yariati  a  yeris ,  quos  ex  relatione  proposita  sor^mtur ,  infinite  pa« 
rum  discrepent,  atque  hoc  modo  relatio  illa  inter  x'  ct  y  yariari  di^ 
citur,  simulque  'parUcttkie  iUae  infinite  panrae  yaioribus  yeris  ipsius 
y  acyunctae  yariationes  appellentur.  Imprimis  autem  hic  notandum 
est  has  yariationes^  quibus  singuli  yaiores  ipsius  ;/  angeri  conci- 
piuntur ,  neque  inter  se  statui  acqualea ,  neque  uilo  modo   a  se  in-^ 


▼icem  pendentes,  sed  ita  arbitrio  nostro  permltti,  ut  omnes  praeter 
unam  yel  aliquas  certis  valoribus  ipsius  y  respondentes  plane  ut 
nuUas  spectare  Uceat.  Nulli  scilicet  legi  hae  variationes  adstrictae 
sunt  concipiendae  neque  relatio  inter  x  tt  y  data  uUam  determina- 
tionem  in  istas  irariationes  inferre  est  censenda ,  quas  ut  prorans 
arbitrarias  spectare  oportefc-        f     '  ?      /      ' ) 

Corollarium      1. 

3.  Hinc  patet  variaiiones  toto  coelo  differce  a  difTerentiali- 
bus ,  etiamsi  utraque  sint  infinite  parva  ideoque  plane  evaneaeanty 
▼ariatio  enim  afHcit  eundem  valorem  ipsius  y,  eidem  valori  ipsius 
X  convenientem ,  dum  ejus  difTerentlale  'dy  simul  sequentem  ▼alorem 
X  -^dx.  respicit. 

C  o  r  oU.arium  .  SS* 

A.  Si  cnim  ex  relatione  inter  x  ti  y  proposita  ipsi  x  con- 
▼eniat  y ,  ipii  x  *^^x  vero  ▼alor  ipsius  y  couTeniens  ponatur  t/^ 
tum  est  d^zi:^  —  t/ ;  at  ▼ariatio  ipsius  y  neutiquam  pendet  a 
▼alore  sequente  ^  ,  quin  potius  utrique  y  et  t^  pro  lubitu  suam 
▼ariationem  seorsim  tribuere  licet. 

S  c  h  0 1  i  0  n. 

•  ■ 

.64.,  Haec. .  ▼ariationum  idea  quae  per  se  tam  nimis  vaga 
quam  sterilis  ▼ideki  queat^  maxime  Hlustrabitar,  A  ejus  origtnem  et 
quo  paatb  fadiCam^.  c8t  perrentnm  ^-  accuriititis  exposuerimus.  Per« 
duxii  ..autem.  ieai;potissimian ;  qoaestio  de  durvis  inreniendis  ,  quae 
certa  .quadftm:.  nuximi.  niihimivi}  proprietate  sint  praeditae,  undfe  ne 
x^n^  in  I  gemrfc  doosideraodo  obscurftaa  ofnMdattir,  problema  conte- 
pl^murv  qn6  Unea  (Hurva  qtaeritur:,  ^Msuper -^ua  gMive  delabcns  c 
dato  puncto  dtiasiaue  ad  itliQd  ppncituHi  dgtum  deacendat.  Atque 
hic    quideiii  ;«x^!teatura    maxtmonun   ^   liiinundnink  statim   cOoMat, 
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enrrifii  ita  ^ebbre  em^  cdifipiKratattk ;  ut  si' ejus'  loco  alia  burva 
qiiatflmrique  iufiiiiie  parnm  ab  iila  discrepans  subatituatur ,  fetapus 
deaceiljros  «uper^W  idem 'ptt>rsttB' ait  fiiturum.  Solutionem  ergo  ita 
ibatitiii '  opwtet ,  '  ttt  ^dum  6urira '  '■  Hjuaesita  '  tanl^uam  data  -  -8j[>ectatur , 
calculus  quoqtte '  ad'' ariam  curyam  fofinite  parnm  idb  ea  diacrepan^ 
tem  -liccommodMur ,  indeque  discritneri  cjuod  iri  teiAporis  eiptressfo- 
nciii<*  redimdat ,  supptitetttr ;  tum  eriim  hoc  ipsum  discrimen  nihilo 
«le^le  |>ositum  natnram  curvae  quaeaiCafe  ^  dectarabit  Curvae  au<« 
tem '  iatae  inflnite  «^ram  ia  •  quaesita  dlscrepantes  comriiodissime  ita 
considerantur-,  ut  applicatae  singulis  abscissis  respondentes  particu- 
lis  infinite  parvis  vel  augeantur  rel  minuaritur,  hoc  est,  ut  variatio- 
nea  rccipere  coricipiantur*  Yrilgo  quidem  sufBcit  hujusmodi  varia*- 
ttonem  in  unica  applicata  constituisse ,  nihil  autem  impedit,  quomi* 
nus  pluribus  atque  adeo  omnibus  applicatis  tsiles  variaiiones  aasignen- 
tur  cum  semper  ad  eandem  solutionem  perduci  sitnecesse.  Hoc 
autem  modo  non  solum  vis  methodi  multo  luculentius  illustratur,  sed 
etiam  inde  solutiones  quaestionum  hujus  generis  pleniore^  obtinentur, 
unde  ;etiam  quaestiones  ad  alias  conditiones  spectantes  enudeare 
licet.  '  Quam  ob  causam  omnino  necessarium  videtur ,  ut  calculus 
variationum  iri  amplissima  extensione,  cujus  quidem  est  capax,  per» 
tractetur. 

Definitio      2. 

6.  Pro  data  relatione  inter  l^inas  variabiles  quantUates 
utrague  earum  yariari  diciturj  si  utrague  seprsim  incremerUo  infi^ 
nite  parvq  augeri  concipiatur ;  unde'patet  quomodo  intelUgendum 
sit^  si  utrigue  yariabili  sua  trUiucUur,variatfc^..^ 


I . .  j  ;    ■  I    '      ■  f     .  •  » .  I 

£  X  p  I  i  c  a  t  i  o. 


les  a^ 


7«     Sk  propMita  Sit' aequatio  quaecunque  inter  binas  variabi- 
et  y,'  qua  ^aritm   rel&tio  riiutua  exprimitur,   haet  relatio  per 
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definitipnem  ,  duplici  modo  varjAri  P4>.feiSt9  ^Uerp  Qpo  xsianentibQS  va* 
loribus  07,  singulis.^  yariatio  tribuitur,  altero ,  v^o  quo  manentibus 
valoribus  y^  singuli  o;  variari  concipiwQtur. .  Nibil  igitur  prabibct, 
quo  minus  ,,uti:aque  Tariabilis  «imul .  auas  variationes  recipere  intelli- 
gatur^  qnas  adeo  ata  capere  licet^  .ut  nullof  plane  nexn  inter  0e  co« 
haereant,  duplex  ergo  hic  varjatio  conaideratur,  cum  in  definitione 
prima  unica  tantum  sit  admissa.  Rem  autem  hic  ita  gjeneraliter 
contemplamur,  .ut  neutra  Yarja.jtip  ulU  legi  sit  «dstriota,  neque  etiam 
variationes,  ipsJVLS  y  ,ulk)  ;ipa4o  A  ^variationibus  ipsiua  op^  peadeant* 

•  ■ 

,■.1.1  ■  .  .    ■  ■ 

1.  _•••,»         .,•  ■• 

C  pr  0  J  Jaj:  i  uin      1. 

8.  £x  castt  ergo  qno.duplex  variatio  statuitur,  oasus  prior 
tanquam  speciea !  nascitur ,  si  •variationes  alterius  variabilis  plane 
rcgiciantur,  unde  maniPestum'  est  casum  definitionis  secundae  in  se 
complecti '  casum  primae.  '  ' 

C  o  r  0  l  lar  iu  m      2. 

.  9*  Hmc  magis  elucet,  quemadmodum  data  relatio  inter  bi- 
nas  variabiles  infinitis  modis  variari  possit ,  simulquc  intelligltur, 
quoniam  has  variationes  nulli  legi  adstrictas  assumimus,  omhes  om- 
nino   illius  relationis  variationes  possibiles  hac  ratione  indicari. 

S  c  h  o  I  i  o  n      1. 

.    *     i 

10.  Variationes  quidem  alterutri  tantum  variabili  inductae 
jam  '  omnes  variatiohes  possibileis ,  quae  in  propositam  relationem 
inter  binaa  variabiles  cadere  possunt,  comprehendunt,  ut  superfluum 
videri  possit  calculiim  ad  du][)Iicem  variatioriem  accommodari,  verum 
si  indolem  rei,  usumque  cui  desf ihatur,  attentius  contempl^mur,  dupli- 
cis  variationis  consideratio  neutiquam  supervacanea  deprehendetur, 
id  quod  per  Geometriam  evidentissime  sequentem  in  modum  illu- 
strabitur.  ..  Cuqi  relatiO;  quaecunque  int^r .:  binas  variabiles  dis- 
tinctissime    per    lineam    curyam   .in    plapo   descriptam    repraesente- 


.< 
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tor ,  Mt^  A  Y  M  litiea  cMrva^  ..  afcqttatiodei''  mtev  '^:«Noi^ittittt 
AXxir«'-ft;  X  Ymif^  definita^  qiiae  ergo  datam  illam  f«ieliitidn^ 
exhibeat;  jam  igit^r  quaelibet  linea  curva  afia  Agrm  ab  illd*  lAfifiite 
parukh  discrepans  •  relationem  illam'  variatatn  repriesentabit,-^ae 
quomodocimque  ae  hatieat,  Sfcmper  ha  considerari  pbteist,  m  eidem 
sbioimsie  AXz:±x  convehiiAt  applicata  vAriata  Xv^  eJcistente  par^ 
ticiila  Yv  ejus  rariatione,  quae  consideratio  quoque  pro  pleriBque 
circa  maxima  et  minima  prolati^  quaestionibus  sufBcit,  itbi  adee 
cmrra  AM  in  nonnullis  tantum  elementis  variari  solet  concipi;  ^  At 
ar  ^atstio  it&  sit  cdmparata  ut  inter  omnes  curvas,  qtias'  a  dlito 
puActo  A  ad  datam  quampiaiti  curvam  CD  usque  ducere  licet,  ea 
definiatur  AYM  cui  maximi  minimive  prdprietas  quaedam  conveniat, 
tum  eadem  proprietas  in  aliam  quamcunque  curram  proximam  At/fA 
etiam  in  alio  lineae  C  D  puncto  m  terminatam  aeque  competere 
debet,  sicque  pro  ultimo  curvae  quaesitae  puncto  M  tam  abscissa 
A  P  quam  applicata  F  M  v ariationem  recipere  est  censenda ,  et  hu« 
juamodi  quidem ,  quae  naturae  lineae  C  D  sit  consentanea^  Quo 
igitur  calculus  ad  talem  variationem  ultimo  elemento  inductam  ac* 
commodari  queat,  omnino  necesse  est,  ut  pro.  singulis  curvae  AM 
punctis  intermedils  Y  generalissime  tam  abscissae  AXzizx  quam 
applicatae  XY  — y  variatipnes  tribuantur  quaecunque,  illiusque  va- 
riatio  statuatur  particula  X  x  hujus  vero  zzzx  y  —  X  Y,  ex  quo  in- 
doles  simulque  usus  hujusmodi  duplicis  variationis  clarissime  perspi- 
eitm:. 


Scholion      2. 

11.  Quemadmodum  consideratio.  ultimi  puncti  curvae  inve- 
atigandae  nobis  hanc  insignem  dilucidationem  suppeditavit,  it&  etiam 
subinde  primo  puncto  variatlonem  tribui  oportet.  Veluti  si  intelr 
omneS  lineas,  quas  a  data  quadam  curva  AB  ad  aliam  qnandam 
itidem  datam  CD  ductas  concipere  licet  ea  sit  quaerenda,  quac 
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maxinu  minimive  cujuspiam  proprietate  sit  praedita,  tum  muito  ma« 
gis  erit  necessarium  tam  singulia  abscissis  AX  quam  applicatia  XY 
variationes  quascunque  nuUa  lege .  adstrietas  in  calculo  assignari ,  ut 
^einceps  tam  ad  initii  G  curvae  quaesitae^  quam  ejos  finis  M  Ta<- 
dationem  transferri  possint  Quanquam  autem  haec  iliustratio  ex 
Geometria  est  desumta,  tamen  facile  intelligitur  ideam  Tariationum 
inde  petitam  multo  latius  patere,  atque  in  Analysi  absoluta  summo 
usu  non  esse  carituram.  Celeberrimus  autem  de  la  Grange,  acu* 
tjssimus  Geom^etra  Taurinensis,  cui  primas  speculationea  de  calculo 
variationum  acceptas  referre  debemus,  hanc  methodum  adeo  inge- 
niosissime  transtulit  ad  lineas  nqn  continuas  veluti  ad  polygonorum 
genus  referendas,  in  quo  negotio  hae  duplices  variationes  ipsi  sum* 
mam  praestiteruqt  utilitatem. 


■•.  i 


D  e  f  i  ni  t  i  o      3. 
< 

12.  Relatio    inter    tres    variabiles^    duabus    aequationibus 

determinata^  variari  dicitur^  si  earum  vel  una^  vel  duae^  vel 
omnes  tres  particulis  injinite  parvis  augeantur  ^  quae  ecu^um  i;a- 
riationes  appellantur. 

E  X  p  1  i  c  a  t  i  0. 

1 3.  Cum  tres  proponantur  variabiies  quantitates  veluti  x^y  ct:^ 
inter  quas  duae  aequationes  dari^  concipiuntur,  ex  unaquaque  earum 
binas  reiiquas  determinare  licet,  ita  ut  tam  y  quam  z  tanquam 
functio  ipsius  x  spectari  possit.  Hoc  autem  modo  deiiniri  solet 
linea  curva  non  in  eodem  plano  descripta,  dum  singula  ejus  puncta 
per  has  temas  coordinatas  x^  y  tt  z  more  solito  assignantur. 
Quodsi  jam  talis  curva  alia  quacunque  sibi  proxima  comitetur,  ut 
diiferentia  sit  infinite  parva,  haec  nova  curva  propositae  erit  var 
riata,  ac  relatio  illa  inter  temas  variabiles  x,  y^  z  variata  ejus  na« 
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turam  exprimere  esi  coxiclpienda«  .  £x  quo  prout  bina  puncta.  pro* 
xima  alterum  in  ipsa  curva  proposita^  alterum  in  variata  comitante 
assumtum  inter  se  comparantur,  fieri  potest  ut  pro  variata  vel 
omnes  tres  coordinatae  prodeant  diversae,  vel  duae  tantum,  vel 
saltem  unica,  harumque  difierentiae  a  coordinatis  principalis  curvae 
earum  yariationes  repraesentabunt;  quas  autem  hic  ita  generalissime 
contemplari  convenit,  ut  ad  omnes  omnino  curvas  proximas  exten- 
dantur,  sive  eae  per  totum  tractum  a  curva  proposita  fuerint  di- 
versae,  sive  tantum  in  quibusdam  portionibus  ab  ea  aberrent;  ita 
ut  etiam  lineae  non  continuae  dummodo  principali  sint  proximae, 
hinc  non  excludantur.  Neque  enim  hae  curvae  variatae  ulli  conti- 
nuitatis  legi  sunt  adstringendae ,  ut  omnes  plane  curvas  possibiles 
infinite  parum  a  principali  aberrantes  in  se  complectantur. 

Corollarium      1. 

1-4.      Cum    puncto    ergo    quocunque    curvae    propositae    seu    i 
principalis    comparatur    qunctum    puodpiam    curvae    variatae    infinite 
parum  ab  illo  dissitum,    et  hincque    coordinatarum  variationes   defi- 
niri  intelliguntur. 


I 


i  C  0  r  0  lla  r  ium      2. 

15.  Quia  porro  ex  assumta  variabili  una  or,  binae  reliquae 
y  ti  z  ideoque  punctum  curvae  propositae  dcterrainatur,  etiam  va- 
riationes  singularum  coordinatarum  tanquam  functiones  ipsius  x  spec- 
tare  licet,  dummodo  earum  quantitas  ut  infinite  parva  spectetur. 

C  o  r  0  1 1  ar  ium      3. 

16.  Tres  ergo  quascunque  functiones  ipsius  rc  utcunque  in- 
ter  se  diversas  concipere  licet,  quae  per  factores'  infinite  parvos 
multiplicatae  idoneae  erunt  ad   ternas    variationes  coordinatarum  re- 
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praesentondts»       Qiiod   idem  4e  ternis  quibuscunque  variabilibus  es     ^ 
tenendnm,  etiamsi  non  ad  geometrii^m  roferantur. 

•  •  •  " 

Corollarium      4. 

1  7.  Simili  quoque  modo  si  relatio  tantum  inter  duas  yaria- 
biles  proponatur,  earum  variationes  tanquam  functiones  alterius  va- 
riabilis  spectari  possunt,  modo  sint  infinite  parvae,  sed  quod  eo- 
dem  redit,  per  quantitatem  infinite  parvam   multiplicatae. 

Scholion      1. 

18.  Consideratio  autem  geometrica  maxime  est  ideonea  ad 
has  speculationes  illustrandas ,  quae  in  genere  consideratae  nimis 
abstractae  atque  etiam  vagae  videri  queant.  Casus  igitur  trium 
variabilium  quarum  relatio  duabus  aequationibus  definiri  assumitur, 
luculentissime  per.  curvam  non  in  eodem  plano  descriptam  explica- 
tur,  dum  illis  variabilibus  ternae  coordinatae  designantur.  Quodsi 
enim  de  hujusmodi  curvis  quaestio  instituatur,  ut  inter  eas  definia* 
tur  ea  quae  maximi  minimive  proprietate  quapiam  sit  praedita,  ne- 
cesse  est  ut  eadem  proprietas  in  omnes  alias  curvas  ab  ea  infinite 
parum  aberrantes  aeque  competat,  id  quod  ex  variationibus  debite 
in  calculum  introductis  est  dijudicandum.  Cuinam  autem  usui  sum- 
ma  generalitas  in  variationibus  hic  stabilita  sit  futura,  inde  intelli- 
gere  licet ,  si  loco  duarum  curvarum  A  B  ec  C  D  datae  sint  dnae 
quaecunque  superficies  a  quarum  illa  ad  hanc  ejusmodi  lineam  cur* 
vam  duci  oporteat,  quae  maximi  minimive  quapiam  gaudeat  pro- 
prietate.  Tum  enim  ternarum  coordinatarum  variationes  ita  gene*- 
rales  considerari  oportet,  ut  curvae  quaesitae  puncto  ad  initium  in 
superficiem  AB  translato,  variationes  ibi  ad  eandem  superficiem  ac- 
commodari  possinc,  idque  simili  modo  in  fine  ad  superficiem  C  D 
fieri  queat.  £r  quo  perspicuum  est,  in  genere  tres  variationes  in 
caloulum   introduci    debere  ^    ut   eas    tam    pro   initio    quam   pro  fine 
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^sorrae  inyestigandtc  ad  superfioiet  terminatrices  transferre  liceat, 
^ulppe  quarum  indoles  in  utroque  termino  rclationem  mutuam  inter 
^^ariationes  determinabit. 

S  c  h  ol  i  0  n      2. 

19.  Quemadmodum  hic  tres  variabiles  sumus  contemplati, 
quarum  relatio  duabus  aequationibus  determinatur,  ita  etiam  calcu- 
lus  variabilium  ad  quatuor  pluresve  extendi  potest,  siquidem  relatio 
per  tot  aequationes  exprimatur  ut  per  unicam  variabilem  reliquae 
omnes  determinationem  suam  nanciscantur,  etiamsi  hujus  casus  illus- 
tratio  non  amplius  ex  Geometria  tribus  tantum  dimensionibus  in- 
clusa  peti  queat,  nisi  forte  tempus  in  subsidium  vocare  velimus, 
fluvium  continuum  a  superficie  A  B  ad  superficiem  C  D  profiuentem 
sed  temporis  lapsu  juglter  immutatum  considerantes ,  ita  ut  tum 
etiam  temporis  mpmentum  sit  assignandum,  quo  quaepiam  fluvii 
vena  a  supcrficie  AB  ad  superficiem  CD  porrecta  maximi  vel  mi- 
nimi  proprietate  quadam  sit  praedita,  Ad  quas  variabiles  si  insu- 
'per  celeritatis  mutabilitatem  adjiciamus,  haec  majori  variationum  nu- 
mero  illustrando  inservire  poterunt.  Imprimis  autem  hinc  intelligi- 
tur,  etiamsi  omnes  variabiles  per  unicam  determinari  assumantur, 
rationem  investigationis  tamen  ab  ea  ubi  duae  tantum  varlabiles  ad- 
mittuntur,  maxime  discrepare,  propterea  quod  singulis  suae  varia- 
tiones  a  reliquis  non  pendentes  tribui  debent;  neque  enlm  inde, 
quod  inter  variabiles  ipsas  certa  quaedam  relatio  agnoscitur,  ideo 
quoque  earum  variationes  ulli  relationi  adstrictae  sunt  censendae. 
Teluti  ex  casu  ante  allato  manifestum  est ,  ubi  curva  inter  binas 
superficies  A  B  et  C  D  porrecta  et  certa  maximi  minlmive  proprle* 
tate  praedita  utique  ita  est  in  se  determinata,  ut  sumta  coordinata- 
rum  una,  binae  reliquae  determinentur ;  nihilo  vero  minus  curvae 
vai*iatae  omnes  quae  in  omnes  plagas  ab  illa  deilectere  possunt^ 
pro  singuUs  coordinatis  recipiimt  variationes  neutiquam  a  se  invicem 
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pendentes,   solo  initio  ac  fine  excepto,    ubi  eas  ad  datas  superficies 
accommodari  oportet. 

D  e  f  ini  1 10      4. 

2  0.  Relatio  inter  temas  variahiles  unica  aequatione  defi^ 
nita^  ut  una  earum  aequetur  functioni  hinarum  reliquarum,  va- 
riari  dicitur^  si  vel  una  vel  omnes  tres  illae  variabiles  particuUs 
infinite  parvis  augeantur^  quae  earum  variationes  vocantur. 

E  X  p  1  i  c  a  1 1  0. 
2 1 ..      Quoniam  hic  relatio  inter  ternas  variabiles  unica  aequa- 


tione  definiri  ponitur,    duabus  pro  arbitrio  sumtis   tertia  demum  de— 
terminatur,    ita   ut   pro    functione   duarum    variabiiium    sit   habenda» 
£a   ergo    relatione    non    quaedam    linea   curva,     si    rem    ad    figuras 
transferre  velimus,    indicatur,    sed   tota   quaedam    superficies,    cujus 
natura  aequatione  inter  ternas  coordinatas  exprimitur,  ex  quo  inteU 
ligitur,  eadem  relatione  variata  aliam  superficiem  ab  illa  infinite  pa- 
rum  dissidentem  repraesentari,  quae  variatio  ita  latissime  patere  de* 
bet,    ut  variatio  vel   tantum  ad  quampiam  superficiei  portionem  re* 
stringi  vel  per  totam  extendi  possit.       Prout  igitur  cum  quovis  8u« 
perficiei  datae  puncto  aliud   punctum    superficiei  variatae  illi  quidem 
proximum  comparatur,  fieri  potest,   ut  non  solum  trium  coordinata* 
rum  una  sed  etiam  duae  vel  adeo  omnes  tres  varientur;    unde  quo 
tractado   in    omni   amplitudine   instituatur,    conveniet    statim    singulis 
coordinatis    suas   tribui    variationes ,    quas    propterea   ita   comparatas 
esse  oportet,    ut   tanquam    functiones    binarum    variabilium    spectari 
possint,    cum    binis   demum   determinatis    superficiei    punctum  deter* 
minetur. 

Corollarium     2. 

22.     Si  igitur  tres  variabiles  seu  coordinatae  sint  x^  y  eiz, 
quemadmodum  ex  relatione  binis  o:  et  ^  pro  lubitu  valores  tribuere 


w 
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Analyseos  inerementa  requiri  Videnttur»  Veram  ob  hane  ipsam  ean» 
sam  eo  magis  erit  enitendum  ut  principia  hujus  methodi,  quae  caL 
culo  Yariationum  continentur,  solide  stabiliantur ,  simulque  clar^  ac 
distincte  proponantur. 

S  c  h  o  1  i  o  n      2. 

25.  Yix  opus  esse  arbitror  hic  animadvertere ,  istum  catcu* 
lum  simili  modo  ad  plures  tribus  yariabiies  amplificari  posse,  etiajnsi 
quaestiones  geometricae  non  amplius  dilucidationem  suppeditent;  ipsa 
enim  Analysis  non  uti  Geometria  certo  dimensionum  numero  limi* 
tari  est  censenda.  Quando  autem  plures  variabiles  considerantur, 
ante  omnia  perpendi  conveniti  utrum  earum  relatio  mutua  wiica 
tantum  aequatione  exprimatur,  an  pluribus?  quae  tot  esse  posaunt, 
ut  multitudo  unitate  tantum  a  numero  variabilium  deficiat,  quo  casu 
omnes  tanquam  functiones  unius  spectare  licet.  Sin*  autem  paucio* 
ribus  aequationibus  constet  relatip,  singulae  yarial)iles  erunt  functio- 
nes  duarum  pluriumye  variabilium,  et  quolibet  quoque  casu  varia* 
tiones  singuJis  tributae  tanquam  functiones  totidem  yariabilium  trac* 
tari  debent,  siquidem  bunc    calculum  generalissime  expedire  yelimus. 

D  efi  ni  t  i  0      5. 

26.  Calculus  variationum  est  methodus  inveniendi  varic^ 
tionemy  quam  recipit  expressio  ex  quotcunque  variabilibus  utcun^ 
que  conflata^  dum  variabilibus  vel  omnibus  vel  cUiquibus  variatio^ 
nes  tribuantur. 

£  X  p  li  c  at  i  0. 

2  7»  In  hac  definitione  nulla  fit  mentio  rclationis ,  quam 
hactenus  inter  yariabiles  dari  assumsimus ,  oum  enim  hic  calcaius 
potissimum  in  hac  ipsa  relatione  inyestiganda  sit  occupatus,  quae 
scilicet  maximi  minimiye  proprietate  sit  praedita ,  quamdiu  ea  ad* 
huc  est  incognita ,  ejus  rationem  in  calculo  neutiquam  habere  licet, 
sed   potius   eum   ita    tractari  conyenit ,    quasi  variabiles  nulla  plane 
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relaUone  inter  m  cM^ia  conii^KM.    Cel^ulum  igituv  ita  iQ$tt^.con^ 

veniiy  ut  6i  singnlis  variabiHbuSt  quae  in  oalculttm  iiigrediuiitur,  yar 

liadMes  tribttanUiir  quaecunqut ,  ^mnis  geaeris  expressionum ,   quae 

mtfiumque  ea  iua  fwfmt  «onflataie  ^   yeriaUiQnes  inde  oriiuMQkdae  inveitft* 

«gari   dMkeantur »    ^pJAbus    iii(    gwere    inyentia    i^m    demum    ejusmodi 

quMMionea  eiiFolvttfidae  oisdunriwt,  qual^in  r$j)aUoi)em  inter  vajriakiles 

mMm  oj^rleat,  nt  viMiatio  Hh  ktxymtfL,  sit  vi^l  n^Ha,  nti  in  inveati^ 

gfttbi^  maximoinnai  seu  ntanimoinAm   iwu  venU ,    ^ei  alio  cerfo  quo- 

•daBt:tiiiodo  ak  oem^^atab  prout  aatura  qu&eitAonMtn  exe^erit.     Hoc 

modo  Mi  listins  calonli  praooepta  tfadantyr,  nirhU  impedit^  quo  miiMis 

etiam  t^iisniodi  quaestioiD^  traotQntur,  in  quibus  sta^im  relatiO:  qiiae- 

dam   intef    variabiles    tanquam    data    assumitur    ac    certae    cujusdam 

expressionis    ex    iis    formatA^    variatio    cx    variabilium    variationibus 

nata;  desideratur.     £x  quo  intelligitur ,    huc  calculum  ad  quaestioncs 

piiirimas  diverslssimi  genefis  acqomodari  posse. 

Corollarium      1. 

2  8.  Quaestiones  ergo  in  hoc  calculo  tractandaO  huc  re- 
deunt ,  ut  proposita  expressione  qnacunque  ex  quotcunque  varia- 
bilibus  utcunque  conflata ,  ejus  ^incremetitum  definiatur ,  si  singulae 
variobiles  suis  vairiationibus  augeantm:. 

C  o  r  ol  lari  um     2.  .  ,     , 

29.  Similis  igltur  omnino  est  calculus  variatlonum  C&lculo 
differentiali ,  dum  in  utroque  varlabilibus  incrementa  infinlte  parva 
tribuuntuv.  Quatenus  autem  uti  jam  observavimus ,  variationes  a 
differentialibus  discrepant,  adeoque  simul  c^m  iis  cpnsist^re  possunt, 
eatenus  summum  di&crimen  inter  utrumque  calcnlum  est  ^gno3cei|idujn. 

S  c  h  0  1  i  0  n, 

3  0.     £x  observationibus  supra  allatia    disci^imcn  faoc  mtiXisie 
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^t  manifedtuitfj  ubi  «nim  cal<^ttlus  rofertur  ad  lineam  curTam,  quam 
cum  alia  sibi^-proxima  eomparari  oportet,  per  difTerentialia  a  puncto 
/luovis^curyae  ad  alia  ptmcta  ejuadem  curvae  progredimur ,  quando 
ailtem  ab  feac  cuFva  adalteram  sibi  proximam  transHimus  ^  •  taranai- 
tus  quatefius  eist  infinite  parvus,  fit  per  rariationes.  Idem  evenit 
in  superfidebus  ad  alias  sibi  proximas  relatis,  ubi  difTerentiatia  in 
eadem  cffiperfioie  6oncipiuntur,  variationibus  vero  ab  una  in  alteram 
transilftur.  Eadem  omnino  est  ratio  5  si  res  anaiytice  consideretur 
sine  uHo  respcetu '  ad  figurlns '  geometricas  ,  ubi'  semper  vailationes 
quantitatem  variabillum  a  suis  diiferentialibus  soUicite  distingui  opor« 
tet,  quem  in  finem  variationes  signo   diverso   indicari  convemet. 


r  1 


Hy  p  0  th  e  sis. 

31.  Fariationem  cujiisque  quantitatis  variabHis  littera  S 
eidem  quantitati  praejixa  ih  posterum  designabimus  ita  ut  5  x » 
5y,  Sz  designent  variationes  quantitatum  x^  y,  z ;  ac  si  V  fut^ 
rit  cxpressio  quaecunque  ex  iis  conjlata^  ejus  variatio  hoc  modo 
Zy  nobis  indicabitur. 

•  ■   '■    . 

■  /  .  ■    -  *  * 

r 

C  o  r  0  1 1  a  r  i  u  m      i. 

32.  Significat  ergo  ^x  incrementum  illud  infinite  parrum, 
quo  quantitas  x  augcri  concipitur  ,  ut  ejusdem  valor  variatus  pro- 
deat ;  ex  quo  vicissim  intelligitur  valorem  variatum  ipsius  x  fore 
X  -^  ax, 

C  0  r  0  1 1  a  r  i  u  m      2 . 

33.  QuatenuS  crgo  expressio  V  ex  variabilibus  if,  y  et  z 
cohflatur,  si  earum  loco  scribantur  valores  variati 

X  ^  Sx  ^     ,y  +  5y    et    :5  H-  5z , 
atque  a  valore  hoc  modo  pro  Y  resultante    subtrahatur  ipsa   Y    re« 
siduum  erit  variatio  SV. 


CAPUT     I.  S9S 


•;'.    .  ;• -.'.Mii'.      .  C  OnXi)  hl  ir.i  um  '    3. 


'.'•''  "':"  •    c! 


'■  '.^'3  4'.'  HMetiif^  ergo  omnia  •periAde  Se  habent'  atqi^^  in"  caf- 
fcoVo^^idtflfei^eritiali  {.'/'iid^Ui 'V  Htieth-  Ibnctio  'quaecunqu6  'ijjsSi-um  a:,*  y 
€t%  idmto^^ejiJs^aiffdferltia^n^-mdr^  ^blfto  tintuiii  ubique  Ioco''3'scn- 
bto  3vW-hibeMtur-6jusraH^^^^^  '"'"'''''■  '"'''■ 

•'  '  '  •■•••.;.  •  1 

•'     *  •      -  <     ■  ■  *•'•   '  '     ..  .     .1!'  .  .  ■  ..'  •  .  •  =  ! 


Sc^holibn      1. 


u  ; 


36.  Quoties  ergo  V  est  functio  quaecunque  quantitatum  va* 
riabiliiun  x  ^  y  ^  z  ,  ejus  variatio  iisdem  rcgulls  inde  elicitur 
ac  differentiale  ejus  ,  ex  quo  calculus  variationum  prorsus  cum 
calculo  difFerentiali  congruere  videri  posset ,  cum  sola  signi  dlversi- 
tas  levis  sit  momenti.  Verum  probe  f  erpendendum  est,  hic  non  om- 
nes  quantitates  ,  quarum  variationes  requiruntur  ,  in  genere  functio* 
num  comprehendi  posse ;  quamobrem  etiam  in  definitione  vocabulo 
expressionis  sum  usus ,  cui  longe  ampliorem  significatum  attribuo. 
Quatenus  cnim  ad  relationem  mutuam  variabilium  respicere  non  li- 
cet,  quia.  est  incognita,  eatenus  ejusmodi  expressiones  seu  formulae, 
in  quas  variabilium  diflerentialia  atque  etiam  integralia  ingrediuntur, 
non  amplius  tanquam  merae  functiones  variabilium  spectari  possunt, 
ac  formularum  tam  difFerentialium  quam  integralium  variatio  pecu- 
liaria  praecepta  postulat  ;  sicque  totum  negotium  huc  redit ,  ut 
quemadmodum  formularum  utriusque  generis  variationes  investigari 
conveniat,   doceamus,  ex  quo  tractatio   nostra   evadit  bipartita. 

S  c  h  0  l  i  0  n      2. 

3  6.  In  ipsa  autem  tractatione  maximum  exoritur  discrimen 
ex  numero  variabilium,  qui  si  binarium  superet,  vix  adhuc  perspici- 
tur ,  quomodo  calculus  sit  expcdiendus.  Cum  enim  pluribus  intro- 
ductis  variabilibus,  etiam  differentialium  consideratio  longe  aliter  ex- 
pendatur,  diim  plerumque  binarum  tantum  differentialia  ita  inter  se 
comparari  solct,  quasi  reliquae  variabiles  manerent  constanles,  simi- 

50* 
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lis  quoque  ratio  in  yariationilmt  erit  hai>enda  in  quo  etiamnunc  Un- 
tae  difficultf^tes  pccurrupt  ^  ut.  yIx  p^teat  quomp^q  eaa  superare  lu 
peat ;  aate  pmnia  certe  prima  )iuj\i8.  oalouli  principia  accurjitisaiine 
eTolvi  erit  pecesse»  ut  ex  intimd*  rei  patur^  calavk ,  piraecepta  repe- 
tantur,  in  quo  plerumque  summae  diflScultates  pffendi  solent.  Pri- 
mum  igitur  hunc  calculum  ad  duas  tantum  variabiles  aGCommoda- 
tum ,  quemadmodum  is  quiden^  adhuc  traetari  est  solitus ,  explicare 
conabor ,  variationes  tam  formularum  difTerentialium^  quam  integra- 
lium  irivestigiaturus  ,  fum  verb  si  quid  lucis  ex  ip^a  hac  tractatione 
aiRiIserit ,  quoque  iad  tres  pluresvfe  variabiles  contemplandas  pro- 
grediar.' 


J'     C  ; 


t 


.  »: 


C  A  P  U  T     11. 

3DE 

VARIATIONE    FORMULARUM    DIFFERENTIALIUM    DUAS    VA- 

RIABILES  INVOLVENTIUM. 

Thcorema      1. 
37. 

t^ariatip  differentiatis  semper  aequalis  est  .4iffeirentiaU  variatio^ 
nis  j  seu  est  5  3  /^  ~  3  5  /^,  quaecunque  fuerit  quantitas  F^  quae 
dum  per  differentialia  crescit  ^  etiam  variationem  recipit. 

Demonstratio* 

Quantitas  variabilis  V  spectari  potest  tanquam  applicata  cur- 
vae  cujuspiam ,  quae  suis  difFereritialibus  per  eandem  curvam  pro- 
grediatur,  snis  variatioaibus  vero  in  .aliam  curyam  illi  proximam 
traneilrat.  Dum  autem  in  ejusdem  curvae  punctum  proximum  pro- 
inovetur,  fit  cjus  valor  zn  V  -r+-  5  V,  qui  sit  ~  Y\  ideoque 
^V  —  V  —  V;  ex  quo  variatio  ipsius  dY  hoc  e$t  SdY  erit 
ir:  SV''  —  5V.  Verum  5V^  est  valor  proximus  ,  in  quem  5V  suo 
differentiali  auctum  abit ,  ita  ut  sit  5V''  iz:  SV  4-  35  V ,  seu 
5V^  —  5V  m:  35V;    unde  evidens  est  fore   53V— 35V,    seu  varia- 

tigiAem    differentialis    esse   aequalcm  differentiali    variationis ,    prorsus 

t 

uti  Tbeoxema  affirmat. 

C  o  r  o  1 1  a  r  i  u  m      1. 
38.      Hinc    variatio    differcntialis    secundi  3  3V    Fta   definitur, 
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ut  8it  533Vrrd5.3V,    at    cum   sit  59V=:d5V,    aequalitas   crit 
inter  ha$  formulas 

my  =  dm  =  aasv, 

*C  o  r-o  1 1  a  r  iu  m  ■    2. 

39.      Eodcm     modo   pro  differentialibus   tertii   ordinis   crit 
Sd^Y  —  aSddV  zz:  d^JdV  -:  3^  5V, 

et    pro    differentialibus    quarti    ordinis    variatio    ita    se   habebit  ut   sit 

similique   modo   pro   altioribns   gradibus. 

Corollarium      3. 

4  0.  Si  igitur  variatio  desideretur  differentialis  cujuscunque 
gradus ,  signum  variationis  5 ,  ubicunque  libuerit,  inter  signa  diffe- 
rentiationis  d  inseri  potest ;  in  ultimo  autem  loco  posiium  declarat, 
variationem  differentialis  cujusvis  gradus  aequalem  esse  differentiali 
ejusdem   gradus   ipsius  variationis. 

C  or  0  1 1  ar  i  u  m      4. 

41.  Cum  igitur  sit  S^^^V  — d^^SV,  res  semper  eo  redu- 
citur,  ut  yariationis  quantitatis  V  seu  ipsius  5  V  differentialia  cujus- 
que  gradus  capi  possint  ;  atque  in  bac  reductione  praecipua  vis 
hujus  novi  calculi   est  constiiuenda. 


S  c  h  0  1  i  0  n      1. 


4  2,      Vis   demonstrationis    in    hoc    potissimum   est    sita  ,    quod 

J.J     3     5V    abeat    in    5  V,    si    quantitas    V    suo   differcniiali   increscit,   quod 

quidem    ex    natura    differenlialium    per     se    est    manifestum  ;     interim 

tamen   juvabit    id    per    Gc"ometriam    illustrasse.      Pro    curva    quacun- 

]ue    E  F    sint    coordinatac   AX  ZZ  x  et   XY  zz:  j/,   in   qua   si   per    in- 
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tenrallum   infinite   parvutn  !'YY^  progi^ediamur,   erit  in*  diflferentialibus 
■      AX'  =r  a;  4-  d*    et    ^''Y'  dz  t/  -^  dy, 

-'•••■■■|  •  .i 

idcoque 

^x  —  AX'    —    AX    et  ^t/  —  iC^Y^  — -  XY., 

Nunc  concipiamus  aliam  curram  ef  illi  proxfmam ,  cujus  puncta 
y  et  y'  cum  illius  punctis  Y  et  V^  comfparentur,  ad  quae  propte- 
rea:  per  yariationes  transitHS  fiat;  ac;  sunitis  simili  modo  coordina- 
tis  ^rit'  :■•'•" •      '  ......  — s 

kx  tZL-  X  *4^  ^x  -et    xy  z:z,  y  -+•  5y, 
ideoqiife 

5a?  ~  kx  —  AX    et    Sy  ziz  xy   —   XY  , 

tum  vero  erit 

Ax^  r±  X  -f-  3a?  -|-  5(a?  -f-  dx)    et 

«V  ~  y  -4-  3y  +  5  («/  -h  3y) , 

quatenus  a  puncto  Y^  per  variationem  in  punotum  y^  transilimus. 
Verum  ad  idem  punctum  y^  quoque  ex  puncto  y  per  differemia- 
tionem  peryenimus,  ^nde  cojligitur  i 

»  Aa/  izr  a?  +  5rt  Hh  3(^  -I-  Sx)    et   '  j 

xy  =z  y  ^  Sy  4-*a(^  +  Sy). 

His  jam  valoribus  cum  illis  coliatis ,  prodit        '       ' 

X  -f-  dx  -f-  Sx  -t-.5da?  zzz  x  -^  Sx  -f-  dx  —^-  D5a;    et 
y  -f-  dy  -f-  5t/  -f-  5dy  z=:  y  -\-  ^y  -^  dy  -h  d^y, 

unde  manifesto  sequitur  fore 

Sd^  :rz  DSa:    et    ^By  zzz  d^y. 

Ouae  si  attentius  consideremus,  prihcipium  ,  cui  demonstratio  inniti- 
tur ,  huc  redirc  comperimus  ,  ut  si  quantiias  variabilis  primo  per 
difFerentiationem  deinde  vero  per  variationem  proferatur,  idem  pro- 
veniat ,    ac    si    ordine    inverso  primo  per  variationem  tum  vero  per 


400  CAPUT     IL 

diflTerentiatib^m  promover6t»r«  V«lutl  in  figuca  tx  puacto  Y  pri- 
mo  per  differendationem  perveoitur  in  Y^  hinc  vero  per  variationem 
in  y^ :  inverso  autem  ordinc  primum  ex  puncto  Y  per  variatioaem 
pervenitur  in  y ,  binc  vero  per  differentiationem  in  puncttitti  y\ 
idem  quod  ante. 

SchoHon      2. 

43.  ThefOTistila  hoc  IfttissiiM  pMet,  aequiB  enim  ad  casum 
duarum  variabilium  tantum  restringitur ,  sed  veritati  est  etiam  •con- 
sentaneum,  quoteuriqtie  variabiiis  in  catculuttt  iftgrediantlir,  quando* 
quidem  in  demonstratione  solius  iilius  variabilis  cujus  tam  diiifemi* 
tiale  quam  variatio  consideFatur,  ratio  habetur  sitie  ullo  respectu  ad 
Fis  *•  reliquas  variabiles.  Ne  autem  hic  ulli  dubio  locus  relinquatur,  con- 
sideremus  superficiem  quamcunque,  cujus  punctum  quodvis  Z  per 
coordinatas  ternas 

AX  z=  X,  XY  =2  y,    et    YZ  z=:  z 

deflniatnr,  a  quo  si  ad  aliiJd  putictum  proxftntnn  Z^  i»  eadem  Boper* 
ficie  progrediamur ,  hae  coordiniatae:  suis  diflNeretitifllibus  mcrefoent. 
Tum  vero  aliam  quamcunque  superficiem  concipiamus  proximam, 
cujus  puncta  z  et  z""  cum  ijlis  Z  et  Z^  confcrantur,  quod  fit  per 
variationem.  His  positis  perspicuum  est,  duplici  modo  ad  punctum 
s^  perveniri  posse,  altero  per  variationem  ex  puHcto  2''  alieiro  per 
diflRiretttiale  cx  puncto  *,  sicquft  fore 


Ax'  - 

z  AX^  4-  5  . 

AX'  = 

z.  Ax  - 

h  a 

•     AjT^ 

xV  r 

=  X^Y"  4-  5  . 

X'Y'  i 

zz  xy  -^ 

\-  a 

.  cty. 

y'z'  - 

=  y^z'  4-  5  . 

TZ'  - 

-  yz  ■■{ 

h  a 

'  yz» 

quod  etiam  de  omnibus  aliis  quantitatibus  variabilibus   ad    haec  pun- 
cta  referendis  valet.      Hinc  auiem   luculenter  sequitur  fore 

Sdx  —  35r,    Sdy  zzz  D5y,    Sdz  —  35z. 
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&cholio.n     3. 


•  * 


44.  Memorabile  prorsus  est,    quod  casu  differentialium  aU 

_         *  "'  «•   ■■ 

tioris  ordinis  signum  yariationis  d  pro  Jbdkitit  ihter  signa  differen- 
tiationis  d  inscribi  possit ,  atque  hinc  inteUigere  licet ,  hano  permu- 
tabilitatem  locum  quoque  eflse  Kabittirfttn;  euamsi  signum  variatiodit 
i  perinde  ac  difTerentiationis  d  aliquotiea  repetatur ,  .  quod  fortasse 
in  aliis  speculationlbus  usu  venire  posset.  Yerum  in  praesenti  in- 
stituto  repetitio  variationis  S'  nullo  modo  locum  habefe  pote^t,  quo* 
niam  lincam  Tel  superficiem  tantum  cum  unica  alia  sibi  proxima 
comparamus ;  etsi  enim  haec  generalissime  considertlar,  ut  omnea 
possibiles  itidem  proximas  in  se  complectatur,  tamen  tanquam  unica 
apectatur,  neque  postquam  e  principali  in  pro;^imain  transiltyeriiQQS, 
noTus  tpai)situs  in  aliam  conceditur.  Hmc  erj^o^  ejiismodi  specula^ 
tiones  ,  quibus  variationum  yariationes  essent  qua^i^ndae ,  omnino 
excluduntur.  Yicissim  autem  hic  yariationiiniK.  differentialia  cujusque 
ordinis  admitti  debent  ,  et  cum  in  formulis^^flfbrenlialibus ,  quae 
quidem  significatum  habent  finitum,  ratio  differentialiom  tantum  spec- 
tetur,  quae  si  binae  yariabiles  sint  x  et  ^,  hujusmodi  positionibus 

dy  zz.  pdx  y     dp  zn  gdx  ^     dq  ~  rdx  ^     etc. 

ad  formas  finitas  reyocari  solent,  harum  quantitatum  p^  q^  r,  etc. 
yariationes  potissimum  assignari  necesse  est. 

Problema      1. 

45.  Daljs  blnarum    yariabilium  x  ti  y   yariationibus  ^x  et 
5y,  formulac  differentialis  p  rz  ^  yariationem.  definire. 

S  o  I  u  t  i  0. 
Cum  sit 

Zdy  zn  d^y    et    Sdx  zz,  dSx  ^ 

r 

varlatio   quaeslta   Sp    per    notas    differentiationis    regnlad    reperitor, 
Yol.  m.  51 
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dummodo   loco   signi  differentiAtioQia  d  seribatur   signum  variationis 
5 ,  unde  cum  oriatur     ,  ^ 


erit  per  conversipnem  ante^dcm^nstratam 

r  f  ''*."■•  •■*."■•  ■■■  ;■  ■'  • 

•»  »11.  .•  _»l  ,•■.  •■.•  •  .  ,. 

ijtjL  cuin  5:p.  et  5.^  sint  yAriationea  ipsarum.  a;  et  y,  hincquc 
^-jp:rfrc)5^  ct  ^y  -r|r  3i.5y  Yariationes .  ipsarum  x-^dx  ct  y-H-^y» 
;uQtandUm  e^,|?ie  uti.  j£im  observaYimus, 

.'.^;  ::  ^i^a?  zs:  5(a?  ^  da?)  —  .5a?  et  dSy  =  5  (y  -4-  3y)  ~  5y. 

Idem  inVenitur  ex  primis  principiis,  cum  enim  valor  ipsius  variatus 
mt^^rp^Sp^^^igqxit  prodeatv  si  loco  o?  et  ^  earum  valores  varjati, 
qui  sunt  a^^Sx^^tt  ^  +  ^^v  substituantur ,    erit 


.  •  •  1 1-  «^ 


f I ■  ■  .4 


r.  '1:1:'  s,;  ;:-i.* '9(y-^sy)  —  a> -4- a j> 


imdc  6i«/';>*=:;'|2f  fit  •    '' 


■  -  1.1 


^r  — ^^-  •  dx  -^  abc-HdJx         ax  —  dJ^         ' 

quoniam,  in  denominatore  particula  dx  d^  prac  dx^  eyanescit. 

Corollarium      1. 

46.  Si  dum  per  difTerentialia  progredimur ,  variabiles  x  et 
i/  contiriuo  auctas  dftsignemus  per  x^^  x^\  x^^\  etc.  y\  y^\  y^'\ 
etc.    ut  sit 


x^  zn  X  -^r  'dx    et   ^  zz  y  -f-  5y,    erit 
'bZx  iz:  Sx^  —  Zx    et    D5y  zn  5j/^  .^   5y , 

hincque 

;f.,   ^        'dy   ax  (jy  ~  ^>)  ~  ay  f6x' — hx^ 


;•;.  v.i:  .^  ^rwrrr.  ^'   •  f8i  •rrr-  ■'         ■  ax? 


k 
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■  •*  Tt  ■    "  ■  » 


47.  Quoniam  Tariatlones  ambarum  TarlabiUum  x  let  y  neuh 
ii^tiam  a  $fc  mTicem  pendent ,  sed  prorsus  arbitno^  nostro  relm- 
«niifeWf.  ^  Ipsi  l:  riiillas  trifeuamiid'  VaWlttlones^iir>it  '    ''''    '^' •    ^' ' 

■    ,    .5a;,  .=:  O.ct    W  :=!  0.,.  ept        .,   ..;     , ..    .a  ,.      .., 


'^\>'»\  Sp  ziz  ^  s;  *y*  ^vnr^y.. 


Cdrollartuirf    '3." 


'     1  \ 


(48.  S\  praoterea  imiQfie  Tariabili  y  Tariaiioflenk.  ^i^:  tribui^ 
mus  ,  ut  sicSy^  ~  0  >  ^rit  Sp  zzi  —  g~ ,  quae  hypothesis  minime 
naturae  refragatur ,  quia  eurTam  proximiEtin  ita  cum  principali  con^ 
gruentcm  assumi  Ucet^  ut  in  .unicb  tantum  puncto  ab  ea  discrepet. 


■f . 


S  c  h  o  I  i  0  n. 


i      »i;  . 


49*  Yulgo  in  solutione  problematum  isoperimetricorum  alio- 
rumque  ad  id  genus  pertinentium,  curTa  Tarlata  ita  congruens  sta« 
tui  solet ,  ut  tantum  in  uno  quasi  elemento  discrepet.  Ita  si 
quaerenda  sit  curTa  £F  certa  quadam  mazlmi  minimlTe  proprietate  Vig.  5. 
gaudens,  unicum  punctam  Y  in  locum  proximum  y  transfen*!  solet, 
ut  curTa  Tariata  EMyVF  tanttim  in  intenrailo  mj^imo  MY'^  a 
quaesita  deflectat  ita ,  ut  positls  ' 

AX  in  rr    et    XY  zn  y  ^ 

sit  pro  Tariata  curra 

kx  ziz  X  -4-  5^    et    xy  rz:  t/  -f-  5y,    seu 
5a:  r=  Aa;   — •  AX'   ct   %  =  ot/   —   XY, 

pro    sequentibus    vero    punctls ,    ad    quae    differentiana  ducunt ,  sit 
ubique 

hx'  =z  0,  5^  ==  0,  ^ae^^ r:=  0,  5/''  =  o  ,    etc. 

61  • 
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itemque  pro  antecedentilius.  Qjfm  etiam  ad:  calculi  commodum  va- 
riatio  Xx  :zz  So?  nulia   sumi  solet ,    ut  omnis  yariatio  ad  solum  ele- 

m<;iitum   Sy  perducatur,    quo   casu   utiqui^   habebitur   Spzzi  —  ^, 

baecque  unica  Tariatio  utique  aufificit  ad  problemata  hiyua  generia, 
quae  quidem  fuerint  tractata,  resolTenda.  Yerum  si,  uti  hic  inad- 
tuimus,  haec  problemata  latius  extendimus,  ut  curva  quaesita  circa 
initium  et  finem  certas  determinationes  recipere  queat ,  utique  ne» 
cessarium  est  calculum  variationum  quam  generalissime  absolvere, 
atque  in  omnibus  curvae  punctis  variationes  indefinitas  coordinatis 
tribuere.  Quod  etiam  maxime  est  necessarium,  si  hujusmodi  inves* 
tigationes  ad  Imeas  curvas  non  continuas  accommodare  velimus. 

■ 

Probiema     2. 

5  0.  Datis  binarum  variabilium  x  et  ^  variationibus  Sa:  et 
5y,  si  ponatur  dy  zn  pdx  et  dp  —  gdx^  invenire  variationem  quan- 
titatis  q ,  seu  valorem  ipsius  Bq. 

S  0  I  u  t  i  0. 

■  •      ■  -        * 

Cum  ait  qzzi^  ^    crit  pro  valore  variato 
unde  auferendd  quantitatem  qziz^  relinqmtur 

quae  variatio  ergo  etiam  ex  differentiatione  formulae  q  zn  y^  resul- 

tat ,  si  more  coQSueto  differentiatio  instituatur ,  loco  vero  signi  dif-- 
ferentialis  d  scribatur  signum  variationis  S;  ubi  quidem  meminisse 
juvabit  esse 

^dx  zz  ^dx    et    ^dp  zz  d^p. 

Supra  autem  invenimus ,    ob  pzz  ^-^  esse 
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puncta   Y,  Y\  Y^^j  etc.    secundum   difereiitiajiaL  ^ntjnup.  ptomota, 
ut  sit        ^^ 

X'''r'':=zy^3dyi-\r3ddy-hd^ttr      ■ 

quae  differentialia  cujusque  ordinis  indicantes  ita  brevitatis  gratia 
repraesententur 

AX=zx,    AX'z=:x\    A^' z=lx'\    kX''' z=lx''\  etc. 
XYzzy,  XY^  — 2/^,  ^^''X''  —  ^^yJ^^X''' z=lx/'\  etc. 

qtiibus  singulis  suae  yariationes  nuUo  modo  a  se  inVicem  penden- 
tes  tribui  concipiantur,  ita  ut  omnes  istae  yariationes 

5  a; ,      Z  x\     }^x^\     5  o[/^\     etc. 
5t/,     5y^     5/^      l^i/'^     etc. 

a  lubitu  nostro  pendentes  tanquam  cognitae  spectari  queant.  His 
jam  ita  consututie  difFereiitialia  cujusque  ordinis  variationum  in  hunc 
modum  repraesentabuntur ,    ut  sit 

'dlx  —  Ix^  —  ^x  ,    d^Sa?  ~  Ix'^  -^  ihx^  4-  Ix , 

a^So:  —  Ix'''^  Zla/'  ^  Zlx'^  Ix  , 
a5jr=:V  — ^2/,    a9Sy±zV-22VH-5z/, 

Quodsi  jam  uoiuum  puuetum  curvae  Y  variari  sumamus ,    erit 

S5a?  iz:  —  5a: ,    Sc^  m  -+-  5ar ,    3^5a?  zz  -»-•  5a; ,    etc. 
95yi=*— 5y,    dd5j/s:^5y,    d^SyTiz  ^By,    etc. 

hincque 

^z'  — — ,di  -^  fe  «^* 

^    ~**   di»'  ^^      d*»'    '         ^»    ~    7$dr  a*»     '• 
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'  ■^. 


".';,' 


:v:'i 


?7  ==  5y  .  5-i  —  5;r  .  £5 


iilr"  .        '    dx- 


Denlqoe^ti^^Mli  «pprtidtftto  XYss ^  ^ariatb  ti^ator,.  hftbebitar 

5/j  =:  —  ^  5y    et    hq  z=:  ^  .  5y. 


4   «    i 


Scholion     2^ 


5  5.  Hlnc  patet  sl  in  unico  curvae  puncto  variatio  ^tatuait 
tur  y  insigniter  contra  recepta  difTerentialium  principia  impingi ,  cum 
variationum  difTereiAfildia  superiora  neutiquam  prae  inferioribus  eva-^ 
nescant  sed  jugiter  eundem  yalorem  retineant ,  atque  adeo  variatio- 
nes  quantitatum  ;>  et  ^  in  infidittim  exGrescant ,  siquidem  infinite 
parva  Sx^  et  <S^  ex  eodem  ordine  quo  diBTerenti^ia.  d^  ^t  dy  assu-» 
ni^nttir.  r;>Quin  ^tiam  hinc  ia  calculo  maxime  cavendum  .est  n^  in 
«normes  errores  praecipiiemur,  cunt  calcuU  praecepta  leg*^  continui* 
tatis  inflitantur,  qua  lineae  curvae  .coAlJnuo.  p^iicti  ^WQi  d^scribi 
concipiuntur,  ita  ut  in  earum  c^vatura  nusquam  a^Lltus ,  agno^cs^tur. 
Quodsi  autem  unicum  curvae  punctom  Y  in  y.  diducatur,  reliquo  Fig.  ^. 
curvae  tractu  praeter  bina  quasi  elementa  My  et  yY^  invariato  re- 
licto ,  evidens  est  curvaturae  ingentem  irregularitatem  induci ,  cum 
vulgares  ca  culi  regulae  non  amplius  applicari  queant.  Cui  incom* 
modo  ut  occurramus  tutissimum  erit  remedium ,  ut  singulis  cur-l 
vae  punctis  mente  saltem  variationes  tribuantur ,  quae  continmtatis 
quapiam  lege  coniineantur ,  neque  ante  irregularitas  in  calculo  ad- 
mittatur,  quam  omnes  differentiauQnes  et  integrationes  fuerint  per- 
actae ;  hocque  modo  saltem  species  continuitatis  in.calculo  retinea- 
tur.     Qu^mvis  .ergo  variationum  differentialia 

•  .^Sy ,     dd^y  y    d^5y ,     etc     item 
^Qx  ,    'i$^^x ,     d^^ ,'    etc. 

forte   in    facta  hypothesi   ad   jlmpflices    tariatioiies    revocarc-  liocat. 
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tamen  expiedit  illas  formas  in  calculo  retineri  ad  eaa^ue  «eqtientes 
integratlones  accommodari ,  atque  huc  etiam  redeunt  operationes, 
quas  olim,  cum  idem  argumentum  de  inveniendis  curvis  maximi  mi* 
niraive  proprietate  praeditis  tractasse.ni V.  Qxpedire  docuoravi. . . 

Problema     3. 

56.  Datis  binarum  variabilium  :r  et  ^  variationibus  Sx 
et  Sy )  rationum  inter  difrerentialia  cujuscunque  gradus  variationes 
investigare. 


S  0  1  u  t  i  o. 


> 


•Quaestio  huc  redit  ut  posiUs  continuo 

dy^zzpdx^  dp^zzqbx^  ^^mrdar,  drzizsbx^  etc* 

quantitatum  p^  q^  r^  s^  etc.  variationes  assignehtur,  cum  ad  has 
quantitates  omnes  difTerentialium  cujuscunque  ordinls  rationes,  quae 
quidem  finitis  valoribus  continentur,  reducantur.  Ac  de  harum  qui- 
dem  duabus  primis  p  et  q  jam  vidimus  esse 

op  —    a^   —  -g^    et    cq  ^  -^   —     ^^ 
Quonlam  igitur  porro  est 

r  —  II    et    ^  =  l^,  etc. 

harum  variationes  simili  modo  per  differentlatlonis  regulas  inve- 
niuntur 

Sr    ^     —    r^         Sc    —    ^^^    *^^*       t^fn 


ubl  si  lubuerlt  loco  d^p^  9 5 9,  35r,  etc.  differentialia  varlationum 
^p,  S^,  Sr,  etc.  ante  inventarum  substitui  possunt.  Hoc  autem 
non  solum  in  formulas  nimis  prolixas  induceret ,  sed  etiam  uti  ex 
sequentibus  patebit,  ne  quidem  est  necessarium,  cum  hinc  multo  fa- 
cilius  omnes  deductiones ,  quibus  opus  erit ,    institui  queant. 
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CorollariQm      l^ 

57«  Si  8oIi  yariabili  y  variationes  tribuantar,  8ea  manen* 
tibua  abscissi^  x  tantum  applicatae  y  suis  Tariationibos  augean- 
tur,  habebimus 

5p  =  '^,.  5,  =  'jif  .  5r  =  '■§,  5,  =  >^. 

Corollarium      2. 

58.  Quodsi  praeterea  omnia  ipsius  «r  incrementa  dx  aequa« 
lia  capiantur,  seu  elementum  ^r  constans  statuatur,  substitutis  diffe- 
rentialibus  praecedentium  formularum   in  sequentibus,  obtinebitur 

Jp  =  *ii,  5?  =  ^,  5r  =  '^,  5,  =  ^',  ctc. 

■ 

Coroilarium      2. 

5  9.  Si  solis  abscissis  x  variationes  tiibuanfur,  ut  variatio 
^y  cum  omnibus  ^^rivatis  evanescat,  simulque  elementum  dx  con- 
stans  capiatur,  singulae  Iiae  variationes  ita  se  habebunt 

5  r  rr 


—  pd^x 
dx       » 

5 

9 

p  dd  ^x              2^ 

iBSx 
dx 

1 

dx» 

— 

- 

Sq  SB  ^x 

— 

ZrdSx 

dx      ' 

p(^^X 

iq^^^X 

6r  dd  ^x 

^sdSx 

dx^ 

dx^ 

etc. 

dx^ 

dx     » 

Corollarium      4. 

6  0.  Etiamsi  ergo  hoc  casu  elementum  'd  x  constans  acci- 
piatuf,  tamen  hic  occurrunt  differentialia  cujusque  ordinis  variationis 
hx^  cujus  rei  ratio  est ,  quod  variationes  valorum  ipsius  x  conti- 
nuo  ulterius  promotorum  x\  x^\  etc*  neutiquam  a  difTerentialibus 
pendere  statuuntur. 

Vol.  III.  52 
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S  c  h  a  1  i  o  n. 

61.  Quando  autem  placuerit  soli  variabili  x  yariattones  tri- 
buere  ,    tum  omnino  praescat  variabiles  x  ct  y   inter  se  permutari» 

atque   hujusmodi   potius  positionibus  uti 

Bx  r=  p3y,     dp  :=z  qdy  ^     dq  ~  rdy,    etc. 

quibus  species  difFerentialium  tollatur  ,  tum  vero  sumto  elemento 
dy  constante ,  siroiles  formulae  simpliciores  pro  variationibus  quan- 
titatum  p\  <7,  r,  etc.  ftperiuntur,  atque  Corollario  2.  Caeterum 
quo  calculus  ad  omnes  oasus  accommodari  queat ,  semper  expedit 
utrique  variabili  suas  variationes  tribui^  etsi  enim  tum  formae  multo 
perplexiores  prodeant,  praecipue  si  evolvantur,  lamen  calculum  pro- 
sequendo  tam  egregia  se  ofFerunt  compendia ,  ut  in  fine  calculus 
vix  fiat  operosior,  neque  hujus  prolixitatis  taedeat.  Ad  problemata 
ergo  magis  generalia  ad   hoc  caput  pertinentia  progrediamur. 

P  r  0  bl  c  m  a      4. 

62.  Datis  duarum  variabilium  x  tl  y  variationibus  5a:  et 
5f/,  formulae  cujuscunque  finitae  V  tam  ex  illis  variabilibus  ipsis 
quam  carum  differentialibus  cujuscunque  ordinis  conflatae  vai^iatio- 
nem   invenire. 

S  o  I  u  t  i  0. 

Cum  V  sit  quantitas  valorem   habens   finitum  ,   ponendo 

Byzr/J^.r,    dpzzzqdxj    dqznidx^    drzz^sdx^    etc. 

differentialia  inde  toUentur ,  prodibitque  pro  V  functio  ex  quanii- 
tatibus  finitis  formata  x  ^  y ,  /> ,  q  ,  r  ^  ^  ,  etc.  Quaecunque  ergo 
sit  ratio  compositionis ,  ejus  differentiale  semper  hujusmodi  habe- 
bit   formam 

aV  —  Mdx  4-  N^y  -f  Vdp  +  Odq  4-  Rc)>'  -^  8^5  +  etc. 
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horum  membrorum  numero  existente  eo  majore,  quo  altiora  difFe- 
rentiiflia  ingrediuntur  in  V.  Quodsi  vero  iiujus  formulae  V  varia- 
tio  5V  fuerit  indaganda ,  ea  obtinetur  si  loco  quantitatum  variabr- 
lium  Xj  y,  p^  q^  r,  etc.  eaedem  suis  variationibus  auctae  substitu- 
antur,  et  a  forma  resultante  ipsa  quantitas  Y  auferatur,  ex  quo 
intelligitur,  variationem  ope  consuetae  differentiationis  inveniri  signo 
tantum  differentialis  d  in  signum  variationis  3  mutato.  Quare.  cum 
dtfierentiale  supra  jam  sit*  exhibitum ,  impetrabimus  variationem 
quaesitam 

5V  rz:  M5a:  h-  N5j/  -h  VZp  4-  Qj^q  h-  R5r  -h  hh  ^  etc. 

■ 

quamadmodmn  autem  variationes  5/?,  Zq^  5r,  5^,  etc.  per  variatio- 
nes  sumtas  Zx  et  %  determinentur,    jam  supra  est  ostensum. 

CoroIIarium      1. 

63.  Si  hic  substituaraus  valores  ante  inventos ,  obtincbimus 
variationem  quaesitam  ita  expressam 

5V  =  U^x  -H  Nat/  H-  l^  (Pd^y  H-  Qd^p  H-  Rd^q  h-  SDSr  +  etc.) 

-^^C^p-^Qq-f^Rr-^Ss^  etc). 

CoroIIarium      2. 

64.  Si  variabili  x  nulla  plane  tribuatur  variatio  ,  atque  in« 
super  elementum  dx  constans  accipiatur,  tum  quantitatis  propositae 
V  variatio  ita  prodibit  expressa 

5V  =  NSi,  +  ^  +  ^|2  +  5|:??  +  ^  +  etc. 

» 

S  c  h  0  1  i  o  n. 

65.  In  his  formis  saltem  species  homogeneitatis  in  diffe- 
rentialibus  spectatur ,    siquidem  ^x  ec  hy  ad  ordinem  differentialium 

62* 
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referantur,  quod  longe  secus  eveniret,  si  eo  casu  quo  unicum  cur- 
vae  punctum  variatur ,  ataiim  vellemus  loca  difTerentialium  variatio* 
num  valores  supra  (§.  54.)  exhibitos  substituere,  quo  quippe  pacto 
idea  integratlonis,  qua  hae  formulae  deinceps  indigent,  excluderetur. 
Caeterum  patet  quomodo  inventio  variationum  ad  consuetam  diffe* 
rentiationem  revocetur ,  dum  totum  discrimen  in  hoc  tantum  est  sl- 
tum,  ut  loco  variationum  $p,  Sq^  Sr,  etc.  valores  jam  ante  assig- 
nati,  quos  quidem  ipsos  quoque  per  consuetam  diiferentiationem  eli- 
cuimus ,  substituantur.  Conveniet  autem  hanc  operationem  aliquot 
exemplis  illustrari ,  quo  clarius  indoles  totius  hujus  tractationis  per- 
cipiatur. 

Exempluml. 
66.      Formulae    subtangentem    exprimentis    ^   varicUionem 


mvenire. 


Ob    3j/rr:p3a:    haec    formula    fit    ^,    unde    ejus    variatio 

-^  —  ^? ,    ubi  loco  5p  valore  substiluto ,    fit  ea 
P  PP 

T       Ppd^  ^  pdx  —  dy-^y       9>«  •  ^^y  ^  d>  ^^^  ' 

quae    postrema    forma    immediate    ex    differentiatione    formulae    pro- 
positae  nascitur. 

£  X  em  p  I  u  m      2. 

6  7.     Formulae  ipsam  tangentcm  exprimentis  ^— *^ — ^- — 

variationem  invenire. 

m 

Posito  di/  ZZL  pdx  praebet  hanc  fbrmam  finitam 
2  y   (1    -^  pp), 

unde  variatio  quaesita  est 


CAPUT     II.  416 


quse  transformatur  in  hanc 

Exemplum     3. 

6  8.     Formulae  radiiim  curvedinis  exprimentis' — r-^^^^^^ — ^— 

oxddy 

varUUionem  dejinire. 

Posito  dy—pdx  et  dp  zz:  qdx    haec  formula  transit  in  hanc 

(I  -^pp)^  .    . 
,    CUJU8  propterea  variatio  est 

ubi  qoidem  substitutioni  valorum  ante  invcntorum  non  immoror. 


P  r  o  b  I  e  m  a      5, 

69.  Datis  duarum  quantitatum  variabilium  a:  et  y  variatio- 
nibus  ^x  et  ^y^  formulae  tam  ex  illis  variabilibus  quam  earum  dif* 
ferentialibus  cujuscunque  ordinis  conflatae ,  sive  fuerit  infinita  sive 
infinite   parva  ,    variationem  investigare. 

S  0  1  u  t  i  o. 

Positis  ut  hactenus  ^~pdx^  dpznqdx^  ^qiizrdxj  etc. 
foinnuia  semper  reducetur  ad  hujusmodi  formam  Ydx^  ^  ubi  V  sit 
functio  finita  quantitatum  ^'j  J/,  p,  </,  r,  etc.  exponens  vero  n  sive 
positivus  sive  negativus,  ita  ut  priori  casu  formula  sit  infinite  par- 
va ,  posteriori  vero  infinite  magna.  Ponamus  igitur  diiFerentiatio- 
nem  ordinariam  dare 

3V  —  Mdx  H^  Jidy  4-  ¥dp  -j-  Q^^  +  Rdr  ^-  etc. 
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unde    simul    ejus    variatio   habetur.      Cum    igitur    formae    propositae 
yariatio  sit 

nVao:'»  —  *   d^x  +  3a;^5V, 

erit  utique  haec  variatio   quam  quaerimus 

ubi  ex  superioribus  hos  valores  substitui  oportet 

g    __  a6>  —  f a^x  .     j^  —  d^p  —  fjdJx 


R5r  -H  etc.) , 


'/• 


dx 
d^r  —  sdSx 


--  > 


dx  '  ""*  3x 

quae   cum    per    se    sint  perspicua  ^    nulla  arapliori  explicatione   indi- 
gent ;    simulque  hoc  caput  ponitus  absolutum  vidctur. 


C  A  P  U  T     IIL 

D  E 

VARIATIONE  FORMULARUM  INTEGRALIUM  SIMPLICIUM 

^     DUAS  VARIABILES  INYOLYENTIUM. 

D  e  f  1  n  i  t  i  0      6. 
70. 

Jrormulam  integralem  simplicem  hic  appello^  guae  nulla  alia  in- 
tegralia  in  se  involvit ,  sed  simpliciter  integrale  refert  /ormulae 
dijfferentialis  j  praeter  binas  variabiles  quaecunquae  carum  diffe^ 
rentialia  complectentis. 

Corollarium      1, 

71.  Si  ergo  x  et  y  sint  binae  variabiles,  forniula  integra- 
lis  yiV  erit  simplex,  si  expressio  W  praeter  has  variabilcs  tantum 
eanim  differentialia ,  cujuscunque  fuerint  ordinis  ,  contineat ,  neque 
praeterea   alias   formulas   intcgrales   in   se  implicet. 

Corollarium      2. 

72.  Quod  si  ergo  statuamus 

3a?  nr  pdx  ,     3/>  z:z  qdx ,      'dq  ziz  rdx ,    etc. 

ut  species  difFerentialium  tollatur ,  quoniam  integratio  requirit  for- 
mulam  differentialem  ,  expressio  illa  W  semper  reducetur  ad  hu- 
jusmodi  formam  Ydx^  existente  V  functione  quantitatum  x^  y\ 
p,    q  y    etc. 
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CoroIIarinm      3. 

73.  'Dum  igitur  lormula  integralis  simplex  sit  liujusmodi 
fYdx,  ubi  V  est  functlb  quantitatum  ar,  y.  p,  ^,  r,  etc.  cjus  indolcm 
commodissime   difrercntialc  ejus  repraesentabit ,  si  dicamus  csse 

dY  —  Mdv  -f-  Ndy  +  ?dp  4-  Qdq  +  Rdr  4-  ctc. 


S  c  h  o  1  i  o  n.  ^ 

74.  Distinguo  hic  formulas  integrales  simplices  a  compH- 
catis,  in  quibus  integratio  proponitur  ejusmodi  formularum  differcn- 
tialium ,  quae  jam  ipsae  unam  pluresve  formulas  integrales  invol- 
vunt.      Veluii  si  littera  s  denotet  integralc 

atque  quantitas  Y  praeter  illas  quantitates  etiam  hanc  s  contineat, 
formula  integralis  /Vd.T  merito  censetur  complicata ,  cujus  Tariatio 
singularia  praecepta  postulat  deinceps  exponenda.  Hoc  autem  ca- 
pite  primo  methodum  formularum  integralium  simplicium  variatio* 
nes  inveniendi  tradere  constitui. 

Theorcma      2. 

76.  fCariatio  formulae  integralis  fff^  semper  aequalis  est 
integrali  variationis  ejusdem  formulae  differentialis ,  cujus  inte^ 
grale  proponitur ;  seu   est  ^^fWzizf^W. 

D  e  m  o  n  s  t  r  a  1 10. 

Cum  variatio  sit  excessus,  quo  valor  variatus  cujusquc  qtian- 
titatis  superat  ejus  valorem  naturalem ,  perpendamqs  formulae  pro* 
positae  yW  valorem  variatura,  quem  obtinet,  si  loco  variabilium  ac 
et  y  earundem  valores  suis  variationibus  }^x  et  }^y  aucti  substituan- 
tur.  Cum  autem  fum  quantitas  W  abeat  in  W  ^  5w ,  formae 
propositae  valor  variatus  erit 
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/CW  4-  5W)  =/w  4-/5W, 

unde  cum  sit 

d/W  =r  /(W  4-  5W)  —  /W, 
habebimus 

5/W  r:z/5w, 

unde  patet  variationem  integralls  aequari  integrall  variationis. 

Idem  etiam  hoc  modo  ostcndi  potest.  Ponatur /W  zz: «;, 
ita  ut  quaerenda  sit  variatio  ^w.  Quia  ergo  suintis  differentiallbus 
est  dtv  ~  W  ,    capiantur  nunc  variationes ,    eritque 

Sdw  zi:  5w  m  35«;, 

ob    Edw  zizd^w.     Nunc   vero    aequatio    35u;~5W  denno    inte- 
grata  praebet 

^w  =:  /5W  —  5/W/ 

Corollariura      1. 

76.     Proposita   ergo    hac  formula   integrali  fYdx^    ejus  va* 
riatio  SfYdcc  erit 

JS(vdx)  —  jcr^dx  ^-  dx^yy, 

hincque  ob  Sdcc  znd^x  habebitur 

SfVdx  z=i  fVdBx  +  fdxEY. 

Corollarium      2. 
7  7 .      Posito  5a:  ir:  0)  ut  sit  ddx  zz:  3(«)  ,    quia  est 

./V3a)  =:  Vo)   —  /co3V, 
in  priori  membro  differentiale  variationis  dx  exuitur ,    fietque 

SfYdx  =:  YSx   —  fdY^  -h  pa?5V, 
ubi  prima  pars  ab  integiatione  €St  immunis. 
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S  c  h  o  1  i  o  n. 

78.  Quemadmodum  supra  ostendimus ,  signa  differentiatio- 
nis  3  cmn  signo  variationis  $  expressioni  cuicunque  praefixa  inter 
se  pro  lubitu  permutari  posse ,  ita  nunc  videmus  signum  integratio- 
nis  f  cum  signo  variationis  S  permutari  posse,  cum  sit 

5/W   —  /5  W. 

Atque  hoc  etiam  ad  integrationes  repetitas  patet ,  ut  si  proposita 
foerit  laKs  formula  j/W,   ejus  variatio  his  modis  exhiberi  possit 

5//W  =:/5/w  =//5w, 

ideoque  yariatio  formularum  integralium  ad  variationes  expressio^ 
num  nuUam  amplius  integrationem  involventium  reduoatur,  pro  qui- 
bos  inveniendis  jam   supra   praecepta  sunt   ti*adiia« 

Problema      6. 

79.  Propositis  bJnarum  variabilium  x  ^l  y  variationibus  Sx 
et  Zy ,    si  posiiis 

^yzZLpbx^    ^pznqdx  ^    dq  —  rdx^    etc, 

ftjcrlt  V  functio  quaecunque  quantitatum  x^  t/,  p^  9,  r,  etc.  formu* 
Uc  intcgralis  fYdx  variationem  investigare. 

S  oi  uti  0. 

Modo  vidimus  (§.  77.)  hujus  formulae  integralis  variationem 
ita  exprimi,  ut  sit 

?ifV^x  —  Y^x  —  fdYSx  Hr^/aa?5Y. 

Jnm  nd  variationem  ^Y  elidendam ,  cum  sit  V  functio  quantitatuin 
^\  y%  Pi  ^h  ^*)  ^tc-  statuamus  ejus  diflerentiale  esse 

(jY  =  Mdx  -h  ^du  -f-  Pd/^  -+-  Q.dq  +  R^r  +  etc. 


CAPUT     IIT.  419 

ac  simili  modo  ejus  yariatio  ita  erit  expressa 

5V  zn  U^x  -4-  N Jy  +  Pjp  +  Qj^q  +  R5r  -f-  ctc. 

quibus  valoribus  substitutls  consequimur  variationem  quaesitam 

^fVdx  —  YSx  h-  fdx  (M^x  h-  N5j/  -♦-  P5;i  ^  Q5^  -+-  R5r  -h  etc. ) 

^fSx  (Mdx  -H  Nay  H-PaP-«-  Qdg  -*-  R3r  ^  etc.) 

ubi'  cum  partes  ab  M  pendentes  se  destruant ,   erit  partibus  secun* 
dum  litteras  N,  P,  Q,  R,  etc.    separatis  variatio 

SjYdx  =z  Y^x  ^fN  (dv^y  —  dy^x)  -h  /P  (dx?p  —  dp^x) 

-\-  fO  (jdx^q  —  dq^^)  "^f^  (dxSr  —  drSx)  -♦-  etc. 
ubi  est  uti  supra  invenimus 

dxSp  zzz  d^y  —  pdSx  ,    dxdq  m  d^p  —  qdSx  , 
dxSr  zn  d^q  —  rdBx ,    etc. 

quibus   valoribus   substitutis   ob   'dyznpdx  obtinetur 

,  ZfYdx  —  YSx  -f-  fN^dx  (^y  —  pSx)  h-  fPd  .  (Sy  —  pSx}  i 

•+-/Qd  •  (^/^  —  ^S^r)  H-/Rd  .  (5qr  —  r5a)  -f-  ctc. 
Ad  hanc  expressionem  ulterius  reducendam  ,    notetur  esse 

Sn    —    n^^    d^j—jd^xj—dp^    a  .  (Sy  —  pSx) 

Qp  qox    ^  ^  9 

V       ^       dSp  —  qdSx  —  ^^^x    d  .  (Sp  —  qSx) 

'                         -"^                     dx                     ""^  dx 

X^  cX^    ^^1  —  rdSx  —  drSx    d  .  (Sq  —  rSx) 

or    -^   sox   —  g^  —  ^  1 

etc. 

quo    pacto    quaevis    formula    ad    praecedentem    reducitur ;    unde    si 
brevitas  gratia  ponamus  5z/  —  pSx  :zz  oj ,    erit  ut  sequitur 

5y  —  phx  rz:  co , 


3/,  - 

-    qSx  z: 

=  ii^<^^ 

a-7  - 

-   rdx  z 

_     1    ^         dca 

• 

5r   - 

■^   x5x  z 

=    A^    •    i^ 

9oi 

55' 


etc. 
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sicque  variationibus  litterarum  derlvatarum  p^  q^  r,  etc«  ex  calculo 
exclusis  adipiscimur  variationem  quaesitam 

cujus    formae   Ie;c   progressionis    est  manifesta ,    oujuscunque    gradus 
differentialia  in  formulam  V  ingrediantur. 

Corollarium      l. 

8  0.  Hujus  igitur  variationis  pars  prima  \Zx  a  signo  inie- 
grationis  est  immunis ,  atque  adeo  solam  variationem  Zx  involvit^ 
reliquae  vero  partes  utramque  perpetuo  eodem  modo  junctam  et 
in  littera 

(0  rz:  5i/  •—  pZx  ^ 
comprehensam  continet. 

Corollarium      2. 

81.  Secunda  pars 
f^dx  .  0)  zzz  jNijidx 

commodius  eiprimi  nequit ,    tertla  vero  /P3co   commodius    ita  expri* 
mi  videtur  ,    ut  sit 

/Pa&j  zz:  Po)    —  /co^P, 
ac  post  signum  integrale  jam  ipsa  auantitas  o)   reperiatur. 

C  or  o  11  a  r  i  u  m      3. 

82.  Quarta  pars /Q3  .  g^  simili  modo  reducitur  ad 

hocque  membrum  posterius,    cuip  sit /|~  .  ^0)  ,    porro  praebet 
dQ  r     :i      cfQ 
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ita  ut  tcrtia  pars  resolvatur  in  haec  membra 

•  3i   -  Tx  '  ^  +  /"  ^  a^  • 

Corollarium      4. 
8  3.      Quinta  pars 

reducitur  prlmo   ad 

tum  vero  posterius  merabrum  ad 

3R        3(1)  r   ^     s       dK        -^ 

hocque  tandem  ulterius  ad 

1     :\       9R  r     "^    ^        :\  '^R . 

ita  ut  haec  quinta  pars  jam   ita   exprimatur 

*,      1   :n     3w         3r     3w    ,     1    -V     3r  r  -.      i    ^    Bk 

^ '  di^  ' d^  —  di  '  rx-r-  di^  ' di  '  '^  —  J'-^'^  •  dl '^  ■  d^^' 

m 

Corollarium      5. 
84.      Simili  modo   sexta   pars 

ita  reperitur  expressa 

^  •3x^  •  ax^  -da;       ax  -dx^  'd"x  "^  ai^-ai  •  3i 
-  d*  ^  •  di^  •d-*-  •  ««^  +H'7i^'Tx'^  •  Tx  ' 

P  r  0  b  1  e  m  a      7. 

8  6 .      Positis 

dt/  zzipdx^  ^p  zzz  qdx^  dq  m  rdx^  dr  zzi  sdx^  etc. 
si  V  fuerit  functio   quaecunque   quantitaium   x^t/yp^q^r^s^tic.  ita  ut  sit 


V 
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av  =  Udx  +  N9«/  -h  ?dp  -h  Qj^g  +  JOr  +  Sd5  -H  ctc- 

formulae  integralis  /Vdo?  variation^ra  ex  utriusque  variabilis  x  tt  y 
variatione  naiam  ita  exprimere  ,  ut  post  signum  integrale  nulla  oc- 
cuiTunt  variationum  diflerentiaUa, 


S  olu  t  i  0. 

In  corollariis  praecedentis  probleraatis  jam  omnia  ita  sunt 
ad  hunc  scopum  praeparata  ,  ut  nihii  aliud  opus  sit ,  nisi  transfor- 
mationes  singularum  partium  in  ordinem  redigantur  ,  quo  pacto  du- 
plicis  generis  partes  obtinentur ;  uno  continente  formulas  integrales^ 
quas  quidem  omnes  in  eandem  sumraam  colligere  licet,  altero  par- 
tes  absolutas  quas  ita  in  membra  distribuemus ,  ut  secundum  ipsas 
variationes  Sx  et  5y  earumque  difFerentialia  cujusque  gradus  pro- 
cedant.  Posita  autem  brevitatis  gratia  formula  5y  —  p^x  zn  o)  va- 
riatio  quaesita  ita  se  habebit 

-^  di  ^  •  5]^  <^  -  3lJ -+- «^°-> 
^^^•^^•|^<S~etc.)  +etc. 

cujus    formae    indoles   ex   sola  inspectione    statim  est  manifesta  ,    ut 
uberiori  illustratione  non  sit  opus. 

Coroiiarium      3. 

86.  Haec  expressio  multo  simplicior  redditur,  si  elementum 
dx  capiatur  constans ,  quo  quidem  amplitudo  expressionis  neqna- 
quam  restringitur ,    tum  eoim  fiet 
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aP     ,     ddQ  d*K     .     348 


S/Vto  =J,.d.  (N  -  II  +  If  -  15  + 1^,  _  etc.) 
.+  VSx+o,(P-|?  +  |g_|y  +  e.c.) 


???  CO  —  —  ^  ^  —  etc  ^ 

H^  (R  —  li  4-  etc.) 
^  (S  -~  etc.)  -+-  etc. 


Corollarium      2, 


8  7.  Si  quaestio  sit  de  linea  curva ,  prima  pars  integralis 
valorem  per  totam  curvam  ab  initio  usque  ad  terminura,  ubi  coor* 
dinatae  x  ct  y  subsistunt ,  congregat ,  siraul  oranes  variationes  in 
singulis  curvae  punctis  factas  complectens ,  dura  reliquae  partes 
absoiutae  tantum  per  variationes  in  extremitate  curvae  factas  de- 
fiuiuntur. 

Corollarium      3. 

8  8.  Si  curvam  coordinatis  x  et  y  definitam  ut  datam 
spectemus,  aliaque  curva  ab  ea  infinit  eparura  discrepans  consideretur, 
dum  in  singulis  punctis  utrique  coordinatae  variationes  quaecunque 
tribuantur ,  exprcssio  inventa  indicat ,  quantura  formulae  integralis 
J^Ydx  valor  ex  curva  variata  coliectus  supei^at  ejusdem  valoi'em 
ex  ipsa  curva  data  desuratura* 

Corollarium      4, 

89.  Cum  sit  ca  —  5«/  —  p5a?  ^  patet  hanc  quantitatem  o) 
evanescere ,  si  in  singulis  punctis  variationes  ^x  Qt^y  ita  acci* 
piantur  ,    ut  sit 

^y  i  ^x  zz.  p  :   i   zzi  dy  :  dx. 
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Hoc  igitur  casu  curva  variata  plane  non  discrepat  a  data,  ac  tota 
variatio  formulae  /  V^a;  reducitur  ad   \Ex. 

S  c  h  0  I  i  o  n      1  • 

9  0.  Variatio  haec  pi'0  formula  integrali  fVdx  inventa 
statim  sappeditat  regulam ,  quam  olim  tradidi  pro  curva  invenienda 
in  qua  valor  ejusdem  formulae  integralis  sit  maximus  vel  minimus. 
lUa  enim  regula  postulat ,    ut  haec  expressio 

N   -  I?   -H  5/?  _   |l^  H-  |1|  _  etc. 

nihUo  aequalis  statuatur.  Hic  autem  statim  evidens  est,  ad  id,  ut 
variatio  formulac  f\dx  evanescat ,  quemadmodum  natura  maximo» 
rum  et  minimorum  exigit,  ante  omnia  requiri,  ut  prima  para  signo 
integraU  contenta  evanescat ,    ex  quo  fit 

N  -  di  +   a^    -  di3   H-  a~4  -  etc.  z=i  0. 

Practerea    vero    ctiam    partes    absolutas    nihilo    aequari    oportet,   in 
quo    applicatio     ad    utrumque     curvae    terminum    continetur.     Ipsa 
enim   curvae    natura    per    illam    aequationem    exprimitur ,    quac  cum 
ob  difrerentiaUa   altioris   gradus   totidem  integrationes  totidcmque  con» 
stantes   arbitrarias   assumat ,    harum    constantium  determinationi  iUae 
partes   absolutae  inserviunt ,    ut  tam   in  initio   quam   in  fine   quaesita 
curva  certis  conditionibus  respondeat,    veluti  ad  datas  lineas  cnrvas 
tenninetur.      Ac    si    aequatio    iUa    fuerit    difFerentialis    drdinis    quarti 
vel    adeo    altioris ,    partium    quoque    absolutarum    numerus    augetUT;, 
quibus  cfBci  potest,  ut  curva  quaesita  non  solum  utrinque  ad  data^ 
lincas  terminetur ,    sed  ibidem  quoque  certa  directio ,,   quin  etiam  al 
ad    altiora    difTerentialia    assurgat ,    certa    curvaminis    lex   praescribl 
queat.      Semper   autem    applicationem   faciendo   pulcherrime    evenirjj 
solet ,    ut    ipsa   quaestionum    indoles    ejusmodi    conditiones    involvat, 
quibus  per  partes  absolutas  commodissime  satisjSeri  possit. 
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•  .«  .'.     '•'- 


91.  Quanta  autem  inysteria  m  hac  forma ,  (|uam  pro  ra* 
riatione  formulae  integralis  J^Ydx  inyeoimus ,  lateant ,  in  ejus  ap^ 
plicatione  ad  maxima  et  mjnizm^  ^nulto  hiculentius  declarare  licet, 
hic  tantum  observo ,  partem  integralem  necessario  in  is^tam  varia* 
tionem  ingredi.  Cum  enim  renot .  in  iati^sjmo  senj^ja  slmiis  complexi, 
ut  in  ^iAguIis  cdrvae  pijinctis  uti^qae  vanabiti  jp  et~^^ '^Variationes 
quascuQque  nuUa  plane  }^ge  inter  s6 ,  connexaf  ^tcibuepip^s  f  fieiri 
omnino  nequit,  ut  variatio  toti  curvae  conveniens  non  siinul  ab 
onmibus  variationibus  intermediis  pendeat,  quippe  qvibus.  aliter  cqu- 
stitutis  necesse  est ,  ut  inde  totius  curvae  variatio  mutationem  pen* 
petuamur.  Atque  in  boc  variatio  formularum  integralium  potissr* 
mum  dissidet  a  yariatione  ejusmodi  exgressionum ,  quales  in.  supe- 
riori  capite  consideravimus ,  quae  unice  a  variatione  ultimis  elemem 
tis  tributa  pendet.  £x  quo  luculenter  sequitur  ^  si  forte  quantitas 
y  ita  fuerit  comparata  ,  ut  formula  differentialis  Ydx  integrationem 
admittat,  nuUa  stabilita  relatione  inter  variabiles  x  et  y  sique  in- 
tegralis  /^dx  sit  functio  absoluta  quantitatum  o:,  y^  p^  g^  r^  etc. 
tum  etiam  ejus  variationem  tantum  a  variatione  extremorum  ele* 
mentorum  pendere  posse ,  sicque  pai'tem  variationis  integralem  pla? 
ne  in  nihilum  abire  deberp ,  ex  quo  sequens  insigne  Theorema 
coUigitur. 

Th  e  0  r  e  m  a      3. 

92.  Posito  dy:rzpdx,  dp^igdx,  'dqzz.rbxy  drz=.sdx, 
etc.  si  V  fuerit  ejusmodi  /unctio  ipsarum  x,  y,  p,  g,  r,  s,  etc.  ut 
posito  ejus  differentiali 

d\  =1  Udx  -t-  Ndy  H-  Vdp  -+-  Qdq  H-  B.dr  ^h  Sds  -f-  €(c.     ' 
Juerit 

N    —    g^    -f-    g;^     -^    g;^.     -f-    g^     —    Ct€.    _    0  ,;  . 
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sumto  elemento  dr  tonstante^  twn  formvda  differenticdis  F^x  per 
se  erit  integrabilis  ,    nulla  stabUita  relatione  intejr  variabiles  x  et 

I)  e  m  <^'n  8 1  r  ii  t' i  o. 


jf ;  dc  ^vlcissim^ 


Si  fiierlt 

«   ~  a&  -^  ^^'   "^  ys*   -+^3»  -^  ete.  -^  o , 

ttnn  formtilae  imegratis  /ydx  variatio  nunam  implicat  formulam  in- 
tegrafem  ,  ideoque  pro  quoris  situ  coordinatarum  or  et  ^  a  solis 
irariationibua,  qnae  ipsrs  in  extremo  teimino  tribuuntur ,  pendet, 
qttod  fieri  neutiquam  posset ,  si  formula  Ydx  integrationem  respue- 
*  ret,  propterea  quod  tum  Tariatio  insuper  ab  omnibus  variationibus 
intermediis  simul  necessario  pendcret;  unde  sequitur  quoties  aequa- 
lio  illa  locum  habet,  toties  formulam  Ydx  integrationem  admittere; 
fta  nt  /Vda:  fuiura  sit  certa  ac  definita  functio  quantitatum  ar,  y, 
P>  7j  ^9  ^9  ^tc-  Vicissim  autem  quotiea  formula  djfTcrentialis  V^i: 
ihtegrationem  admittit ,  ejusque  propterea  integi-ale  fydx  est  vera 
functio  quanlitatum  .r,  y,  p,  7,  r,  ^,  etc.  toties  quoque  ejus  varia- 
tio  tantum  ab  extremis  variationibus  ipsarum  x  et  y,  pendet^  neque 
rariationes  intermediae  jam  ullo  modo  afBccre  possunt.  £x  quo 
necesse  est  ut  variationis  pars  integralls  supra  ihventa  eviinescat, 
id   quod   fieri  nequit ,     nisi   fuerit 

N  —  ^I   -4-  ^  —  1^^   +  r?  —  etc.  =   0  , 


r 

sicque  Tbeorema    propositum    etiam    inversiun.   veritati.    est   consen- 
taneum. 

C  o  r  o  ri  a  r  i  u  m      1'. 

93.  Eh  ergo  insigne  criterium,  cujus  ope  formulk  differen- 
tialis  duarum  variabilium ,  cujuscunque  gradus  diflTerentialia  in  eani 
iogredianlur^  dijudicari  j^otest,  utrum- sit  integrabilis  nec  ne?     Multo 
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krtitts  ergo  patet  itto  enterio  satff  noto,  qno  formularum  diflreyemia- 
Kiiiii  primi  gradkus  Jntegrabtlitas  dignesci  aoij^t; 


« . 


G  o  r  0.1 1  a  r  iitm     t. 

^  i.     PrFmo  ergo    si    quantitas  V  sit  taYitum  functio    ip.sarum 
X'  et  y  nullam  di/ferontialium  rationem  inYdlvens ,    ut  $it 

tum  formula  differentialis  Ydx    integrationem  non    admittit  ,    nisi  sit 

N  :zz  0  ,    hoc  est  nisi  V  sit  functio  ipsios  x  tantum  ,  quod  quidem 

•  '  •■',...■  '     'i 

per  se  est  perspicuiim. 

Corollarium      3. 

* 

95«  Proposita  i^utem  hujusmodi  formula  differentiali 
i/dx-f- 1/3^.,  ea  cum  forma  Ydo;  ob  dy^^P^^  comparata»  4at 
Y  —  u  -+-/Jii  ,    ideoque 

M  =  (|S)  +  p(|i).     N  =  «l?.  -,-  p(|J). 


et  P  =  »,  quandoquidem  quantitates  v  et  u  iiulla  differentialla  im- 

ft 

plicare  sumuntur,     Erit  ergo 

aP  =:  31«  =:  ^x  (*«)  -h  dy  (g) . 
Quara  cum  criterium  integrabiiitatis  postulet  ut  sk 

N  —  3^  =   0. 
rerit  pro  hoc  casu 

seu   (3-)    —  (^^y 

quod  est  criterium  jam  vulgo  cognitum. 

Scholion      1. 

96.     Demonstratio  hujus  Theorematis   cmiuno  est  slngdaris, 

*4* 
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cum«  <x  .doctrina  rarhitioinini  sit  f>etitarv:  quae  /tamen  'ab  hociaB- 
gumento  prorsus  est  aliena ;  wix  yero  atia  yia^patet  ad  ejiis  de* 
monstrationem  pertingendi.  Tum  vero  hic  accuratior  cognitio  func- 
tionum  diligenter  est  animadvertenda,  qua  ostendimus,  formulam  in- 
tegralem  Jlfdx  neutiquam  ut,  functionem  quantitatum  ;:i?,  y,  p,  ^,  r, 
etc.  spectari  posse/  nisi  revera  int^grationem  adfuittat.  Natura 
enrm  functionum  semper  hanc  proprietatem  habet  adjunctam ,  ut 
statim  atque  quantitatibus  ,  quae  eam  ingrediuntur ,  valores  determi- 
nati  tribuuntur,  ipsa  functio  ex  iis  formata  determinatum  adipisca- 
tur  valorem  ;  veluti  haec  functio  an/[,  si  ponamus  a;  zz:  2  et  y~3, 
valorev  accipit  —  6.  Longe  secus  autem  evenit  in  formula  inte- 
grali  /ydJ^  »  cujus  valor  pro  casu  a:  —  2  et  y  ziz  3  neutiquam  as- 
signari  potest ,  nisi  inter  y  et  x  certa  quaedam  relatio  statuatur ; 
tum' autem  ea  formula  abit  irr  functionem  unicae  variabilis,  For* 
raularum  ergo  integralium  ,  quae  intcgrart  n^queunt ,  natura  sollicite 
a  natura  functionum  distingui  debet ,  cum  functfones,  statim  atque 
quantitatibui  variabilibus  ,  ex  quibus  conflantur  ,  determinati  valores 
tribuuntur,  ipsae  quoque  determinatos  valores  recipiant,  etiamsi  va- 
riabiles  nullo  modo  a  se  invicem  pendeant ;  qupd  minime  evenit 
in  formulis  integralibus  ^,  quippe  quarum  determinatio  omncs  plane 
valores  intermedios  simul  includit.  Imprimis  autem  huic  discrimini 
universa  doctrina  de  majumis  et  minimis ,  ad  quam  bic  attendimus, 
innititur,  ubi  formulas,  quibus  maximi  minimive  proprietates  conciliari 
debet ,  necessario  ejusmodi  integrales  essc  oportet ,  quae  per  se  in- 
tegrationem   non  admittant. 

S  c  h  0  I  i  o  n      2. 

9  7.  Ad  majorem  Theorematis  illustrationem  ejusmodi  for- 
mulam  integralem  /Ydx  consideremus ,  quae  per  se  sit  integrabilis, 
ponamusque  exempli  gratiai 

•^     "      ^'  ydx    ~"     y 
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ita  ut  sit-  ,'  .  .      • 

.'y  yy      ..   y, 

atque  ideo  haec  formula  differentialis 

(i.  _  ^pp  +  ?L^)  d^, 

sit  abaolute  integrabilis  ;  ac  rideamus ,  an  Theorema  nostrum  hanc 
integrabilitatem  declaret  ?  Quantitatem  ergo  V  differentiemus ,  ^^ 
difierentiali  cum  forma 

comparato  ,   obtinebimus 

lyi   _  zzPP   ^  ±        N   —  —Pf     ^^PP   ?? 


»  >  '  yy  y^  yy 

P  =^  Jl  ^   'J^    et    Qni^- 

y  yy  "^  y 

Cum  nunc  secundum  Theorcma  fieri  debeat 

primo   colligimus  differentiando 

ap  -zJP     .     ifcWf   ««^    ct  ^^    —  ~  ^ . 

aa-  —     :y>     -t-     ^3  ^^  ^,  i^  ^^ 

tum  vero 

ddQ     — 2p     _.       2xpp  xq 


Ergo 

/     '  ap     adQ    — f       •       2xpp     ^xq^ 

cBt  valori  quantitas  N  utique  est  aequalis. 

Scbollon      S. 

99.     Caeterum  quando  foritiula  diffierentia4is  ydx  tritegt^atio^ 
nem  per  se  admittit ,    ideoque   posito 

av  ~  Mdx  -h  Ndy  +  Pdp  -4-  Qd<i  -f-  ndr  +  eta 

secundum  Theorema  est 
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»  —  a^  -^  dl^«   -  dT-  •+■  d7-  —  etc  _  0, 

hinc    alia    insignia    consectaria    deducuntur.      Primo    enini    cum    pct 
dx  multiplicando  et  integrando  fiat 

r\?^:r    —    P   -i-  ?^   ^   ^^    -1-  ^'^  etc    —    A 


patet    etiam    formulam    Ndx    absolute    esse    integrabiiem .      Deindc 
cura  hinc  porro  fiat 

/dx  (/Ndx  -  P)  +  Q  -  I^H-g  -etc.  =:  Aar^B. 

ctiam   forraula 

dx  C/Nao?  —  P), 

integrationera    adraittit.      Postea    ^tiara    siraili    raodo    integrabilis  erit 
haec  forraa 

dx  [rdx  i/adx  ^  P)   -H  Q], 

tura  vero  etiara   haec 

dx  [/dx  (/dx  (/Ndx    —   P)    -f-   Q)   —   R] , 

et   ita   porro.      Uade   sequens  Theorema    non   minus   notatu    dignura 
et  in  praxi  utiKssiraura  colligiraus. 

T  h  e  0  re  ra  a      4. 

9  9 .  PosUis  'dy  rr  pdx^  dp  ~  Jtfdz ,  dq  ziz  rdx^  dr  :zz  sdx^ 
etc.  si  V  ejusmodi  /ufsrit  /unctio  ipsarum  x^  y,  p,  7,  r,  s,  etc^ 
ut  /ormula  differentialis  Fdx  per  se  sit  integrabilis^  tum  posito 

av  =   Udx  +   Ndy.^  Pdp   -f.  Qldq   -4-  R^r 

-f-  %ds   -)-  etc. 

etiam   sequentes  /ormulcke   differentiaUs  per   se   integrationem  ad^ 
mittent : 

1.     Formula  Nda?  erit  per  se  integrabilis ; 

tum  posito  P  —  /Ndx  1=  ^ , 


CAPUT     III.  43  i 

IL      Fomicila  ^d^  eirit  per  st  ititegrabilis  ; 

porro  posito  Q^^y^^dxznd^ 
111.      Forraula  CL)^  crit  per  ae   integrabilis  ; 

deinde  posito   R— y£l9a;  —  9t, 
rV.      Formula  9lc)i^  erft  per  se  imegrabilis ; 

ulterius   posito    S  —  ^ffKdx  zn  *©» 
Vi      Formula   0^a;   erit   per   se   integrabilis  ; 
et  ita   porro^ 

D  em  0  n*s  t  r  a  t  i  0. 

Hujus  Theorematis  vcritas  jam  in  praecedente  §.  cst  evicta, 
unde  simul  patet ,  si  omnes  hae  formurae  integrationem  admittant, 
eiiam   principalem   VOx  -  absolute   fore  integrabilem. 

C  o  r  o  I  1  a-  r  i  u  m      1 . 
10  0.      Cum  V  sit  functio  quantitatum 

dy  9p  9q  . 

X,  y,  p  —  g,      q  =f^,     r  —  ^,     etc. 

quanlitates  per  diflerentiationem  inde  derivatae  M,  N,  P^^  Q,  R,  etc. 
eiram   ita   exhiberi   possunt ,    ut   sit 

M  =  (|^)  ;    N  =:  (^:J)  ;    P-  (g)  ,    Q  =  (f^) ,    etc. 

undie   ob  pi  iraam  formulam   patet ,    si   fuerit  forraiila  Ydx  integrabi- 

dV     ^ 

iis,  tiim.  etiam    forrauham   (^-)  ax  fore  integrabile^* 

C  o  r  o  ri  a  r  i-u  m      2\ 

fOl.-     Deinde,    ergo    quoque     ob    eandera^    rationem    formula 
haec   (^a)  dx,     hincque   porro  istae 

oranes  pcr   ae   integrationera   adraittent. 


/ 
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Cojr  o  1 1  ar  tom     S. 

f  ■ 

10  2.  Quia  tot  lantum  litterac  P,  Q,  JR»  ctc.  a^sunt^.  quoti 
gradus  diffcrcntialia  in  forxnula  Ydx  repcriuntur,  ct  scqni^ntcs  omnct 
cvancscunt ,  littcrae  gcrmanicac  iride  dcriTatac  ^,  £i,  .31,  0,  etc. 
tandcm  cvancscere  vcl  in  functiones  solius  quantitatis  x  abire  dc* 
bent,  quia  alioquin  sequcntes  intcgrabilitatcs  locum  babere  non 
possent. 

£  X  e  m  p  lum. 
10  3.      Sit  F  ejusmodi  functio  ^    ul  fiot 

m 

J\ox  zn  


xdxddy 


Factii  substitutionibus 

'dy  ~  pdx^    dp  ~   qdx^    dq  —  rdx,    etc. 
pro  hoc  exemplo  functio  V  ita  cxprimctur 


xq  XX  q  X  ^9q 

unde  per  differcntiationem  elicuimus  scquentes  valorcs 
-, --(1  -^pp)^   ,    Sp/(l-f-p;>)       r(<-t-;>p)* 


xxq  X  ^99 

( 1  -f-  4pp) /( 1  •+-ppy        Zyp^ (i-^pp)        3y  ( 1  -f-  2ppy 


xq  xxq  x^  ii-^pp^ 

—  ^tfPfVd-^PP) 
xqq 

^p(i-^pp)i  t/(i-t.pp)i  2yr(l  -+-pp)« 

1 -._ 1 . 


xqq  xxqq  xq 
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xqq 
Jam  igitur  primo  integrabilem  esse  oportet  formulam  Ndx  seu 

3a:(l  -t-pp)*  Zpdxya  r^  pp)  dq(i  -^  PP^ 


XX  q     ^  X  ^^7 

unde  statim  patet  integrale  hoc  fore 

xq 


Jam  pro  secunda  formula  hine  nanciscimur 

xq  .  xxq 

3y(l  ^2p;?)   _    3y;?r /(1  H-jpp) 
a-  |/(1  -r*-;i;>)  a?^^ 

ita  ut  integranda  sit  haec  formula 

cn^        ^p^yVci-^pp^       3ypd^V(i^ppy    .    sydxci-^^ppy 

^pox  zn  


xq  xxq  a? }/  ( 1  -i-pp) 

> 

»     '        ■     ■  f 

xqq 

cujus  Integrale,  vel  sakem.  ejus  pars  ex  postremo  membro  mani* 
nifesto  coHigitur  J!L_i!j±^^  cujus  differentiale  cum  totam  for* 
mulam  exhauriat  erlt 

Nunc  pro  tertia  formula  habeblmus 
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xqq  ,  xxqq  xq' 

^wVc^-^ppy 

xq 
«nde  per  dx  multiplicando ,  ob  d«  =:  -^  in  u^imo  inemt>ro  fit 

^:x          —  dy  (.i -+•  PP")^   ,   ydxCl-i~pp)i  ,    2ydq(l  -\-ppy^ 
Xmjx  ~ ^ — 


xqq  xxqq  xq^ 


Sypdp  V  Ci  -+-pp'> 


■nn^^Bivli»"w. 


xqq 

CQJus  penultimum  membrum  declarat  integrale 

Quarta  porro  formula  Ita  erit  comparata 

unde   perspicuiim   est ,    non  solum   hanc   flHdx  sed   etiam    sequentes 
omnes  fore  integrabiles. 

S  c  h  0  1  i  o  n. 

104.  Theoremata  haec  eo  pulchriora  videntur^  quod  eomm 
demon$tratio  ejusmodi  principio  innititur ,  cujus  ratio  hinc  prorsos 
cst  aiieriAJ  pfOpterea  quod  in  his  veritatibus  nullum  amplius  vesti- 
gium  variationum  apparet ;  ex  quo  nullum  est  dubium  quin  demon* 
stratio  etiam  ex  alio  fonte  magis  namrali  kauriri  qucat. 


7 ^-^- 


C  A  P  U  T     IV. 

D  £ 

VARIATIONE  FORMULARUM  INTEGRALIUM   eOMPLIGA* 
TARUM   DUAS  VARtABILES  INVOLVENTIUM. 

Problema     8. 

106. 

iosito  v~f^dx^    existente  93  functione  quacunque   binaram  va» 
riabilium  a%  y  earumque  diiferentialium 

dy  ~  pdx ,    dp  dz  qdx  ,    d<f  —  ^^^ »    ctc. 
si  y  denotet  functionem  quamcunque   ipsius  t;,    investigare  variatio- 
nem  formulae  integralis  complicatae  fYdx. 

S  o  lu  t  i  0. 

Quia  quantitas  v  ipsa  est  formula  integralis  /fBdx  ^  formula 
fYdx  est  utique  complicata.  Cum  igitur  functio  Y  Solam  quanti- 
tatem  v  involvere  ponatur ,  statuamus  dY  ~  hdv ,  tum  vero  pro 
functione  93  sit   ejus  differentiale 

dfSzzz^SHdx ^  ^dy  -f-  ^dp  -f-  £idg  4-  Stdr  ^  etc. 
His  positis  cum  variatio  quaesita  sit 

^/Ydx  =/5  (Ydx)  —/(SYdx  +  Vd5x)  , 
et  per  reductionem  supra  adhibitam 

^/YdxzziY^x  ^/Qx^Y  —  dY^x). 

Cum    autem  per    hypothesin    sit    dY  ~  hdv ,    erit   etiam  pro  varia- 
tione   JVmLSt;,    verum  ob  v—/?3dx   erit  primo  dv:zz?8dx^  . 
ideoque  dY  —  L?3dx ,    tum  vcro 

56* 


+y. 
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Sv  z=:  5/«8dar  =z  «85a:  -h/OoSSB  —  9835«) ,    . 

ac  propterea 

5V  r=  L<85jy  :±2  L/Oa^SB  —  aSBSa:) , 
hincque 
'  Zjy^x  =  V5aj 

»cu  S/Vdx  =.  V5x  — /Ldx/ (dxSfS  —  39553?). 

£x  praecedente  autem  capite  patet  esse 
/Oa:595-aa35«)-:5/95a:r-a5a:«=/<oa«(9?-||  -+-5^-5^-4- 1^ -etc) 

+     6)     («B-?-^-+-?^~^-HCtC> 


l?(0.-gH-|§-etc.) 


|^c9t^||-+-ctc.) 

etc. 


sumto  elemento  dx  constante  ct  posito  brevitatis  ergo  (oznSy — pSx. 
Yjerum  cum  hinc  substitutio  molestias  pariat,  praestabit  ex  primo 
fonte  rem  repetere ;  cum  igitur  ex  differentiali  et  yariatione  quan- 
titatis  $8  fiat 

dx^SQ  —  d?8^x  iz:  dx  (iOlSa:  h-  fflSy  ^  ^^  ^  OJSg  -^  9l5r  ^  etc.) 

—  Sx  CSSldx  ^  ffldy  ^  ^a^^  £ldq  -f-  fXdr  -t-  etc.) 

ob  dy  ziz  pdx ,    dp  —  qdx ,    dq  zn  r9a: ,    dr  mz  sdx  ,    ctc.      crit 

dxS^  — .  3835^:  m  fftdx  (5y  —  ;i5a:)  -i-  fJdx  (5/i  —  ^5a:) 

+  £Ld^  (5y  —  r5a:)  h-  etc. 

Yerum  ob  ^a?  constans ,    ex  §.    79^  fit 
ay  —  poa:  —  o)  ,    o;>  —  ^oa:  —  g^  »    oq  —  rox  zn  g-g » 

5r  —  ^Sx  ni  ^  ,     etc. 
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ncque  habebitur 

cQJns  qQidem   integrale  praebet   superlorem   expressionem.     Ponatur 
nunc  integrale  flSdx  =  I ,    eritque 

Ijydx  z=:  ylx  -4-  1/(3x535  —  dSBSa?)  — /I  Oa^  —  38553?). 

Nunc  vero  facile  coUigitur  fore 

/I  (30:535  -  aS5 5x)  rr/wax  (19^  -  ^-^ -4- ^,^  -  ^i? -+- etc.) 

+    cod^-^i^^^ti^^-etc.) 
•^^:(ia-^-^«tc.)  etc. 
Qnde  facta  substitutione  concluditur  variatio  quaesita 

d9  dda  d*a( 


5/V32:  =  V53r  +  I/a,3x  (S(J_g^-|^-.|i!-^  etc.) 

Ji    <•"  —  ir-<--55r-  —  eto.) 
'^T  (ISX  -  '^  -^-  etc.) 

Id'u 


dx 


3 


(@    —  etc.) 


—   |p  (I@   —  etc.)   4-  etc. 

Si  hic  partes  binae  priores  differentiatae  iterum  integrentur ,  re- 
liquarum  facta  reductione ,  impetrabimus  loco  dl  valorem  Ld:r  re- 
stituendo 
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yci){jar(Liy- gjj h       ■■      gyi  "     ~-*— etc>) 

fjc\      Laa-d.L»     La36+a>L3g+aa,LC       -  ^ 
tt    (Lxi  —  — gj * a*^'    -^  ^to) 

+  IJ  (LSX  _  ?^J:?  H- elc.) 

^^  (L®  —  etc.)  H-etc. 
quae  forma  vldetur  simpliclssima  et  ad  usum  maxime  accomodata« 

Corollarium      i. 

106.  Si  ejusmodi  relatio  inter  x  tt  y  quaeratur,  ut  intc* 
grale  fVdx  maximum  minimumve  evadat ,  variationis  partes  inte- 
grales  nihilo  aequari  oportet,  quod  in  gcnere  fieri  nequit,  ted  ad 
terminum ,  quonsque  integrale  fVdx  extenditur ,  spectari  oporteti 
pro  quo  si  ponamus  fieri  IznfljdxzilA^  ex  priori  forma  colli- 
gimus  hanc  aequationem 

Corollarium     2. 

107.  Quomodocunque  autem  haec  aequatio  pro  quovis  casu 
oblato  tractetur,  semper  tandem  eo  est  deveniendum  ut  formula 
integralis  Izzzfhdx  per  difFerentiationem  exturbari  debeat,  qua 
operatione  simul  quantitatem  A  inde  extrudi  evidcns  est ;  sicque 
aequatio  resultans  non  amplius  a  termino  integrationis  pendebit. 

Corollarlum     3. 

10  8.  Quod  si  in  genere  pro  variatione  formulae  integralis 
fYdx  invenienda,  valorem  fLdx  z=z  I  toti  integrali  respondentem 
ponamus  —  A ,    variatio  quaesita  ita  exprimetur 
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•+-5i;(L9t 2^ hctc.) 

-+-  g^  (L@  —  clc.)  -+-  ctc. 

ubi  A  —  I    C8t  valor  formulac  fl^x  a  tcrmino  intcgrationis  extrc* 
mo  ad  qucmvis  locum  indefinitum  mcdium  rctro  sumtua. 

S  c  h  o  1  i  o  n. 

109<  In  solutionc  hujus  problcmaus  compcndmm  sc  obtu* 
lit ,  quo  ctiam  analysls  in  supcriori  capitc  aiHiibita  non  mcdiocricer 
contrahi  potest.      Cum  cnim  ibi   (§.   79»)  pcrvenisscmus  ad 

IfS^bx —  'Slx  ^  f  OxlV  —  avJa:),    ob 

av  =:  Mdx  +  N9y  +  Pa/i  +  ^Xdq  -f-  RBr  -f-  etc.    ct 

5V  =:  Mjo:  ^-NSy  4-  Pj^  -+.  Qjr  +  Rj^  •+-  ctc. 

erit 

av  =  9:c  (M  -+.  Np  +  Pijr  +  Q  r  +  R^  -+.  etc.) , 

hincque  colligitur  '^^ 

airSV  —  9V5a; 

=:  ^x  [N  (Sy—p^x)  -f-  P  (5/>  —  qr5x)  -f-Q^Si/  —  rSa;) -♦- ctc.]. 

Jam  si  brevitatis  gratia  ponatur  Sy  —  pSx  :zi  ca  ,    crit  differentiando 

5  (p9^)  —  qdxSx  —  p^x  =:  dca ;    at 
5  (p9a?)  iz:  p95a:  -4-  5;>  ^a? ,    crgo 
5/1  — ^5a:  =  |^- 

Simili  modo  hanc  formulam  differentiando  ob 

dp~qd^    et    dq:=^rdx    fit 
^35a:  -♦-  5qr5a:  ~  qddx  —  d^rSa?  zz:  dx  (jSg  —  rSx)  z=  3  .  g^ » 
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unde  perspicuum  est 

posito  Sy  —  p^x  ZIZ  b)  , 

fore      5/>   —   qZx  =  g^ » 

5^  —  r^x  nr  ^3  .  I^  in  ^^>    sumto  dx  constante, 

etc. 
Quocirca  erit 

=  aa:(Na)+-3^+i|^  -h  d:?-^-l^  +  etcO, 
siquidem  differentiale  dx  constans  accipiatur. 

ProbIema9. 

110.      Si  fuerit  v~/?8dx  ^    existente 

3S3  =:  Wldx  +  ffldy  +  ^dp  +  flta^  +  d(dr  +  etc. 
tum  yero  sit  Y  functio  quaecunque  non  solum  quantitates 
X    V    D   —   ^         a   —   ^        r   —   ^       ctc 

sed    eLiam    ipsam    formulam    integralem    vzn/^dx   implicans,    in- 
vcstigare  variationem   formulae  integralis  complicatae  /Ydx. 

S  ol  u  ti  o. 

Quoniam  V    est    funciio    quantitatum    v,  x^  t/y  Pt  7^  ^s  etc. 
.    sumatur  ejus  differentialc  quod  sit 

dY  =z  Ldv  -*-  Mdx  ^  N9y  -+-  Fdp  -f-  Qdq  -h  Rdr  h-  etc. 
ac  habebitur  variatio  ipsius  V  ita  expressa 

5V  zz:  L^v  --h  M5.r  -h  N5y  h-  PJ/i  h-  QjSg  -h  R5r  ^  etc* 
tum  vero  notetur ,    ob 

dv  —  ^dx  ,    9f/  zz:  ;>3a: ,    9p  —  qdx  ,  etc.    esse 
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.3V=:3ar(L93-»-M-t- N/)H-P7H-Qr-+-R*-j-etc.)    et 

5S5  =■  !0l5a?  -^  SfjSy  -h  ^5/j  H-  CtSy  -h  9l5r  -t-  ctc. 

Fraeterea  habemus 

5v  =  /  (SSaSa?  -f-  aa;5S3)  =  ?85a:  -h  /  (aarSSS  —  assSx) , 
unde  posito  5y  —  phx  dZ  w  ,    erit  per   ante  inventa 

Si;  =  S35a: -h/a^  OJo)  + '^  +  ^^  +  ^  +  etc.)  , 
ubi  commoditatis  ergo   sumsimus  dx  constans. 

His  praeparatis  cum  variatio  quaesita  sit 

5/V3a?  zn  Y^x  H-/(3x5V  ~  dY^x)  , 

ut  reductione  supra  inventa  uti  possimus ,    ponamus 

dY  =  Ldi;  -4-  9W  , 

ut  sit 

5V  r=L5i;4-5W    et 

5 W  zz  Mdx  -f-  Naj^  +  ?dp  -h  Qdg  +  Rdr  -f  etc. 

Quocirca  nanciscemur  hanc  formam 

d/Ydx  —  V5x  -4-/(Laa:5t;  -.  LDvSx)  -t-/(aa?5W  —  awSa?) , 
ubi  est 

ax5W  -  awSo:  =  9:.  (No)  -t-  ^  -f  ^  -+-  ^  H-  etc). 
Tum  rero  cst 

dxdv  -  dv^x  =:  dxJBx  (9^(0  -h  ^  -f-  ^  -<-  ^  -f-  etc.) 
ob  dvdx  :zzS8dx^x.     Quibus    substitutis  colligitur  variatio  quaesita 
SfVdx  =  V5»  +]Uxfdx  (!8<o+^-H^H.I^  +  ,tc.) 

Quo    jam     hanc    formam    ulterius    reducamus  ,    ponamus    integrale 
fljdx  ziz  I  ita  sumtum  ,    ut  pro  initio  ,    unde   integrale  fYdx   capi« 
Vol.  IIT.  56 
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tur,  evanescat,    pro  fine  autem  ubi  integrale  /Vd^  terminatur,   fiat 
I  n:  A ,    sicque  fiet 

5/v3x  =  V5x  +  A/a*  (9}«  +  ^ -+- ^  +  ^  +  «tc) 

- /1 3x  Ofo)  +  ^g:  +  ^ -+- ^  +  etc) 
+  /a^  (N»-h'^  +  ^  +  ^  +  etc.) 

ad  quam  formam  contrahendam  statuamus 

N  4-  (A   —  I)  gii  =^  N^ 
P  4-  (A  —  I)  ^  =  r, 

Q  -h  (A  -  I)  Q.  =  Q', 
R  -h  (A   —  I)  fX  =  R', 

etc. 

nt  prodeat  forma  illi ,    quam  supra  tractavimus ,    similis 

S/Ydx  =  Ydx -^/dx (N^(o  -^?^^9^^^^^^^ etc.) , 

ubi  ergo    si   post   signum  inlegrale  difTerentialia   ipsius  oj    elimenen- 
tur,  perveniemus  secundum  {.   8  6.   ad  hanc  expressionem 

d/Ydx  =zfi^dx  (N''  —  -g^  +  ^_^+—  —  etc.) 
-H  Vda;-i-a3  (P  —  f^  +  -g^  —  alT»  "*"  ^^^-^ 


4- Const +1^(0^-1^'  H-lS-etc.) 


+  |^(S'— etc.)+  etc. 

Ccmstanti  autem  per  iqtegrationem  inyectae  ejusmodi  ^alor  tribui 
debet ,  ut  pro  initio  integrationis  formulae  /Ydx  partcs  absolulae 
ad  nihilum  redigantur ,  siquidem  prima  pars  integralis  ita  sumatur, 
ut  pro  eodem  initio  evanescat ;  tum  vero  universam  expressionem 
ad  finem  integrationis ,  prod^i  oportet  pro  quo  jam  posuimus  fieri 
/hdx  z:z  l  —  A. 
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Corollatium      1. 

111.  In  parte  integrali  variabilitas  per  totam  integrationis 
extensionem  debet  comprehendi,  in  partlbus  autem  absoluds,  suflScit 
respexisse  ad  initium  ac  finem  integrationis,  pro  utroque  autem  ter- 
mino  conditiones  variationis  praescriptae  suppeditant  valoretf  dxj  co, 

l^ ,    3i^ '  ^*^*     ^^    postquam    ex    conditionibus    initii    constans    rite 
fuerit  determinata ,   tum  superest,  ut  singula  membra  ad  finem  inte- 
'  grationis  accommodentur. 

Corollarium      2. 

112.  Pro  initio  igitur  integrationis  ubi  I  —  0  ,    erit  primo 

N^=iN-f-A3^,    P^=:P-|-Ag>,     Q/  — Q-f  A£l, 

R"=iR+A3t,    etc. 
pro  differentialibus  vero  ob  5 1  izi  lidx  erit 

dx    dx    "^     dx  •^•'f  ' 

et  ita  de  reliquis;  similique  modo  pro  differentialibus  secundis 


dx^     d<«       "        dx«  dx  dx 

Corollarium      3. 

113.      Pro  fine  autem  integrationis  ,    ubi  I  zir  A  fit 
N^mN,     P^=zP,     Q'z=Q,     R"=R,    etc 
valores  vero  differentiales  ita  se  habebunt 

"^  —  L£L  ,    eta 


dx  ~"9a:     ^" 

^^^'     dx dx 

-L^, 

dx  — 

-dQ 

-dx 

secundi  rero  grad 

lu8  hoc  modo 

aaw'  

aaN         2hdn 

92  dL 

dx^    — 

dx*               dx 

•     dx    ' 

ddF' 

ddP              2Ld9 

9dL 

dx^    — 

dx^               dx 

dx   ' 

0 

et  ita  porro. 
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S  c  h  o  1  i  0  n      1. 

114.  Quamquam  natura  variationum  atque  etlam  quaestio- 
num  eo  pertinentium  jam  satis  est  explicata ,  tamen  hujus  arga- 
menti  tam  dignitas  quam  novitas  ampliorem  illustrationem  requirerQ 
ridentur,  cum  ne  superfluum  quidem  foret  eadem  saepius  incul- 
cari.  Cum  igitur  ante  geometria  et  hujus  calculi  applicatione  ad 
maxima  et  lAinima  usi  simus,  ad  hanc  doctrinam  magis  explanan- 
dam ,  hic  rem  generalius  pro  sola  Analysi  contemplabimur.  Primo 
igitur  spectatur  relatio  quaecunque  inter  binas  yariabiles  x  et  y^ 
sive  ea  sit  cognita,  sive  demum  definienda,  indeque  formata  consi- 
deratur  formula  integralis  quaecunque  fYdx^  quae  intra  certos  ter- 
minos  eomprehensa  ,  seu  integratione  a  dato  initio  ad  datum  finem 
extensa,  utique  certum  quendam  valorem  recipere  debet.  Tum  illa 
relatio  inter  x  ei  y^  quaecunque  fuerit,  quomodocunque  infinite  pa- 
rum  immutetur,  ut  singulis  x,  variationibus  quibuscunque  Sx  auctiSy 
jam  respondeant  eaedem  y ,  yariationibus  quoque  quibuscunque  Sy 
auctae  ^  ubi  quidem  observandum  est ,  tam  in  initio  quam  in  fine 
rationum  harum  variationum  per  conditiones  quae^tionum  dari ,  in 
medio  autem  istas  variationes  ita  generaliter  assumi,  ut  nulla  plane 
lege  inter  se  connectantur.  Tum  ex  hac  relatione  variata  ejusdem 
formulae  integralis  fYdx  ab  eodem  initib  ad  eundem  finem  expan* 
8US  ,  seu  intra  eosdem  terminos  contentus ,  definiri  concipitur ,  ac 
tota  jam  quaestio  in  hoc  versatur ,  ut  hujus  postremi  valoris  va- 
riati  excessus  supra  priorem  illum  valorem  formulae  fVdx  investi* 
getur.  Qui  excessus  oum  per  ^fYdx ,  quae  fdrma  ipsa  est  varia- 
tio  formulae  fYdx ,  indicetur ,  hujus  quaestionis  solutionem  hactenus 
dedimus  ita  late  patentem,  ut  omnes  casus  quibus  quantitas  Y  est 
functio  quaecunque  non  solum  ipsarum  a?,  t/,  p,  ^,  r,  ^,  etc.  sed 
etiam  insuper  formulam  quandam  integralem  v—fSSdx  utcunque 
involvens ,    in  se  complectatur. 
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S  c  h  0  1  i  o  &      2. 

115.  Quod  in  praecedente  capite  tacite  assumsimus  dc 
quantitate  constante  yariationi  inyentae  adjicienda ,  quippe  quam 
pars  integralis  variationis  sponte  involyit ,  hoc  in  istius  problematia 
solutione  accuratius  exponere  est  yisum.  Cum  scilicet  in  hujus* 
modi  quaestionibus ,  quae  ad  formulas  integrales  reducuntur  ,  per- 
petuo  ad  terminos  integrationis  sit  respiciendum ,  siquidem  integrale 
nihil  aliud  est  nisi  summa  ejementorum  a  termino  dato  seu  initio 
ad  alium  terminum  seu  finem  continuatorum ,  haec  consideratio 
prorsus  essentialis  est  omni  integrationi ,  sine  qua  idea  yaloris  in- 
tegralis  ne  consistere  quidem  potest.  Quamobrem  constitutis  inte- 
grationis  terminis  initio  scilicet  et  fine ,  statim  ac  yariationis  pars 
integralis  ita  est  accepta  ut  pro  initio  evadat  nulla  ,  tum  ejusmodi 
constantem  adjici  oportet,  ut  etiam  partes  absolutae  pro  eodem  in* 
itio  destruantur ,  sicque  uniyersa  variationis  expressio  ad  nihilum 
redigatur.  Quod  cum  fuerit  factum,  ad  finem  integrationis  de- 
mum  progredi  licet,  ut  hoc  pacto  yera  yariatio  formulae  integralis 
positae  ab  initio  ad  finem  extensae  obtineatur.  Haec  autem  ya- 
riationum  doctrina  ad  duplicis  generis  quaestiones  accommodari 
potest ;  dum  in  altero  relatio  inter  yariabiles  x  et  y  data  assu- 
mitur  ,  et  formulae  integralis  itidem  datae  fVdx  yariatio  inyestiga- 
tur,  postquam  per  totam  integratlonis  extensionem  yariabilibus  x 
et  y  yariationes  quaecunque  fuerint  tributae ,  in  altero  autem  ge- 
nere  ipsa  illa  yariabilium  x  tt  y  relatio  quaeritur,  ut  formulae  in- 
tegralis  fVdx  yariatio  certa  proprietate  sit  praedita ;  quemadmo* 
dum  si  ea  formula  maximum  minimumve  yalorem  recipere  debeat, 
hanc  yariationem  in  nibilum  abire  necesse  est.  Ubi  iterum  duo 
casus  se  offerunt,  prout  maximum  minimumve  locum  habere  debet, 
yel  quaecunque  yariationes  ipsis  x  ct  y  tribuantur  ^  yel  si  tantum 
hae  yariationes  certae  cuidam  legi  adstringantur.  £x  quo  mani- 
festum  est ,  hanc  Theoriam  multo  latius  patere  ,  quam  quidem  ea 
adhuc  in  usum  est  yocata. 
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P  r  o  b  1  em  a      10. 

116.      Si  functio  V  praeter  binas  variabiles  x,  y,    crnn  suis 
Taloribus  differentialibus 

etiam  duas  pluresve  formulas  integrales 

V  =z  JIQdx  ,     v'  =2  ylQ^x ,     etc. 

inYoivat ,  ut  sit 

d?8  =z^dx  ^fftdy  +  ^  dp  -h  0.dg -hdtdr  +  ttc. 

atque  differentiali  sumto 

dY  =zLdv  ^  Ubi/  +  Udx  -\-  ^^  +  ?dp-^Qdg  -I- etc. 

invenire  variationem  formulae  integralis  /Ydx. 

S  o  1  u  t  i  o. 

Si  hujus  problematis  solutio  eodem  modo  instituatur  ac  prae* 
cedentif ,    mox  patebit,    calculum  a  geminata  formula  integrali 

V  =2  /^dx    ct    t/  =  /iS^dx 

non  turbari ,  neque  etiam  si  plures  ejusmodi  involverentur.  Quare 
tota  solutio  tandem  huc  redibit  >  ut  constitutis  integrationis  termi- 
nis »    primo  integralia 

/Ldx  =1  I    et   /L'dx  z=L  V 

ita  sint  capienda  ,  ut  prb  initio  integrationis  evaliescant ,  tnm  Tcro 
pro  fine  integrationis  fiat  IzzA  et  VzizAf^  quibus  quantitatibus 
inventis  statuatur  porro 

N  ^-  (A   -   I)  gj  -+-  (A'  -  10  Sft^  =  N^ 
P    ^-  (A   —   D  f>  +  (A^  —  10  9>'  =:  P^ 
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Q  -f-  (A   -  I)  a  4-  (A^  -  10   OJ  =  Q\ 
R  4^  (A   -^   I)  9t   +  (A^   —   10   9t^  =  R^ 


etc. 

eritque  variaiio  quaesita ,    dum    utrique  variabili  x  et  y   variationes 
quaecunque  tribuuntur ,    ex  praecedentis  solutione : 

-.         ^  ^  ZlJi/  -^lZ^rxf  :i3n'  :i<lc' 


+  V5x  +  «  <P' -  I?:  +  ^' -  i;?  +  ..c.) 
-t-  Comt.  -H  g  (Q'  -  ?^'  +  g  -  eto.) 

»?  (R'  _  P.'  +  0.0.) 


+ 1^  (  S^  —  etc.)  +  etc. 
ubi  commoditatis  gratia  elementum  dx  constans  est  assumtum. 

Corollarium. 

117.  Si    ergo    etiam    plurea   hujusmodi    formulae    integrales 
y^dx  in  functionem  V  quomodocunque  ingredlantur  ,    expressio  va- 
riationis  quaesitae  inde  non  mutatur,  sed  tantum  quantitates  N"^,  ?"", 
Qf,  R\  etc.  ex  iis  rite  definiri  convenit. 

S  c  h  o  li  o  n. 

118.  Etsi  formulae  integrales 

I  =:  /Ldx  ,     V  =  /Vdx  , 

binas  variabiles  involvunt,  idcoque  valores  fixos  recipere  non  posse 
videntur  ,  tamen  perpendendum  est,  in  omnibus  hujusmodi  quaestio^ 
nibus  semper  certam  quandam  relationem  inter  binas  variabiles  x 
et  y  supponi ,  sive  ea  absolute  detur ,  sive  demum  per  calculum 
dcfiniri  debeat.     Hac  igitur  ipaa  rclatione  jam  in  uaum  vocata ,   ut 
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quantltas  y  in8tar   functionis  ipsius  x  spectari  possit,  formulac   illae  ' 
integrales  utiquc  dctcrminatos  valQrcs  sortientur. 

P  r  0  b  1  e  m  a      11. 

119.  Si  functio  85  praeter  variabiles  x  tt  y  ^  ean)mqac 
valorcs  difFerentiales  p^  7,  r,  s^  ctc.  ipsam  quoquc  formulam  inte- 
gralem  u  zzzftidx  involvat ,    ut  cjus  difFercntialc  sit 

9S8  1=  £3w  -+-  mdx  -f-  ^dy  +  ^dp  +  0:d9  -h  ^^r  +  etc. 
cxistentc 

3t)  —  mdx  -H  wdy  +  p9;^  +  qS^  -+-  xdr  +  etc. 

tum  vero  sit  V  functio  quaecunquc  ipsarum  x^  j/,  p^  7,  r,   ctc.    in* 
supcrquc  formulae  intcgralis  v  znf?Qdx ,    ut  sit 

dY  =z  Ldv  -h  Mdx  H-  Nay  +  Pa;>  +  Qdg  +  R^^*  -4-  etc. 
inYcnirc  variationem  formulae  intcgralis  fVdx. 

S  o  1  u  t  i  0. 

£x  problemate  9.  statim  invenimus  variationem  formulac  in- 
tegralis  f?8dx  zzz  v  ;  constitutis  enim  integrationis  teminis  sumto- 
que  integrali  f£,dx  =1:  3 ,  ita  ut  evanescente  pro  integrationis  initio, 
pro  finc  fiat  ^  =  ^  >    tum  fiat  brevitatis  gratia 

3J-H(2(-3)n  =  9r,    g>+(S(  — 3)|)  =  gK, 

a-4-(9(— 3)q=a^  ctc. 

crit  ex  illius  problematis  solutione 

posito  0)  =  ^  —  p^x  ct  sumto  dx  constante.  ^ 

Jam  vero  cum  quaeratur  SfVdx ,    ob 
^jYdx  =  V5^  -f./  (3a?5V  —  dYdx)  , 
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posiito  breyitatis  ergo 

aVrnLav  +  aW    et    5V  — LSr-f-SW, 
ut  sit 

aw  =  lidx  +  Ndy  +  ^dp  4-  Qdg  4-  ^r  -+-  etc. 

erit  ut  ibidem  Tidimu& 

^JYBx  =.  YSx  -^/(LdxSv  —  tdvSxy 


dx      *^    dx^    ~   dx' 

ubi  81  loco  dt;  et  ^  valores  modo  inyenti  snbstituantur ,    erit 

dxSv  -  dvdx  =  dx/dx (SJJ^o)  ^^^^p^%^-^^  etc). 

Nunc  ponatur  fUdx  in:  I ,  integrali  ita  sumto  ut  evanescat  in  inte* 
grationis  initio,  in  fine  autero  fiat  I  =1 A ,    et  habebimus 

/LOa:5t;-ai;5;c)r=/(A-I)  aa;(g^(0+ ?^ -f-^-h^l?  4-etc.). 

Kestituantur  pro  9^'',  ^\  O.'',  Sf,  etc.  valores  supra  assumti,  et  ad 
calculum  contrahendum  ponatur 

'  "N  4-  (A  —   I)  5«  +  (A 
P   +  (A   —  I)  ^  -h  (A 

Q  4-  (A  —  I)  £L  4-  (A 
R  4-  (A  —  I)  9t  -f-  (A 

etc. 
ac  manifestum  est,    fore  yariationem  quaesitam 

l/S^x  =  Ylx  4  /^x  (N-o,  -H  ^^  H-  «^^  -f-  ^  -f-  ctc.) , 

quae  forma  porro  eyolyitur  in  eandem  expressionem ,  quam  sub 
finem  problematis  9*  (§•  110.)  exhibuimus ,  quam  ergo  hic  denuo 
opponere  foret  superfluum^ 

C  or  o  1  lar  i  um      1. 

120.     Hic  ergo  formula  integralis /Td^ ,   cujus  variationem 
assignavimus  ita  est  comparata ,    ut  non  solum  functio  V  formulam 
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I)  (9C  - 

-  3)  n  = 

=  N^, 

I)  (%  - 

-  3)  P  = 

=  P\ 

D  (3t  - 

-  3)  q  = 

=  Q^ 

I)  (9(  - 

-  3)  T  = 

=  R^. 
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integralem  f?Qdx  involrat,  sed  etiam  haec  functio  58  aliam  formu- 
lam  integralem  f^dx  in  se  complectatur ;  ubi  quidem  fimclio  1» 
nullam  amplius  formulam  integralem  implicat. 

Corollarium      2. 

121.  Sin  autem  et  haec  functio  t>  insuper  formulam  inte- 
gralem  in  se  involvat,  jam  satis  perspicuum  est,  quomodo  tum  so- 
lutionem  instltui  oporteat ;  siquidem  tum  valorcs  "N^,  P'',  Qf^  R'',  ctc. 
partes  insuper  recipient^  a  postrema  formula  iutegrali  pendentes» 

S  c  h  0  1  i  o  n. 

122,  Quomodocunque  crgo  ibi*mula  integralis  /V9ar  /uerit 
complicata  ,  praecepta  hactenus  exposita  omnino  sufHciunt  ad  cjua 
variationem  investigandam ,  etiamsi  forte  complicatio  fuerit  infinita. 
Cum  igitur  omnes  expressiones  binas  variabiles  implicantes,  quarum 
variationes  unquam  sint  investigandae ,  vel  a  formulis  integraiibus 
sint  liberae ,  vel  unam  pluresve  in  se  complectantur ,  casque.^v^I 
simplices  vel  complicatas  utcunque ,  huic  Calculi  variationum  parti , 
quae  circa  duas  variabiles  versatur ,  abunde  satisfactum  videtur ,  ut 
vix  quicquam  amplius  desiderari  queat.  Quamobrem  ad  formulas 
trium  variabilium  progrediamur  ac  primo  quidem  tales,  quarum  re- 
latio  per  geminam  aequationem  definiri  ponitur  ,  ut  binae  variabiles 
tanquam  functiones  tertiae  spectari  queant,  sive  haec  duplex  relatia 
sit  cognita,    sivc  ex  ipsa  variationis  indole  investiganda. 


C  A  P  U  T     V. 

D  £ 

VARIATIONE    FORMULARUM    INTEGRALIUM     TRES 
VARIABILES  INVOLVENTIUM,    ET  DUPLICEM 

RELATIONEM    IMPLIC ANTIUM. 


P  r  o  bl  e  m  a      12. 


123. 


xroposita  formula  quacunque  ternas  variabiles  x^  y^  z  cum  suis 
differentialibus  cujuscunque  gradus  involvente,  ejus  variationem  defi- 
nire  ex  variationibus  omnium  trium  yariabilium  oriundam. 

S  ol  u  t  i  o. 

Sit  W  formula  ista  proposita ,  cujus  primo  qnaeratut  valor 
variatus  W  +  5w  ,  qui  oritur  si  loco  x,  y^  z  scribantur  ipsarum 
valores  variati 

o?   -4-  Sa: ,     y  -f-  5y ,     z  +  ^z , 

similiterque  pro  earum  differentialibus 

'dx  4-  '^x ,     9j/  +  35y  ,     dz  -H  35:2 , 

et  ita  porro  :  a  quo  si  ipsa  formula  W  auferatur^  remanebit  ejus 
variatio  5W.  Ex  quo  intelligitur  hanc  variationem  per  consuetam 
differentiationem  obtineri  si  modo  loco  signi  differentiationis  d,  sig- 
num  variationes  capi  oporteat ,  perinde  esse,  in  quonam  loco  inter 
diff^erentiationis  signa  signum  variationis  5  collocetur,  quemadmodum 

57» 
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supra  demonstravimus ;  unde  signum  variationis  perpetuo  m  po- 
stremo  loco  poni  poterit ,  quod  cum  ad  formulas  integrales  pro* 
grediemur ,  commQdissimum  videtur ,  sicut  ex  iis  quae  hactenus  de 
formulis  integralibus  binas  variabiles  tnvolventibus  sunt  tradita  ,  sa* 
tis  est  manifestum. 

Gorollarium      i.        . 

124.     Quoniam    z   perinde   ac   y   tanquam  functio  ipshia  x 
«pectari  potest^  si  ponatttr  ^ 

^  ox'  ^  dx 

similique.   modo  formulae    hinc    derivatae    a    superioribus     non   dis- 
crepanL 

C  0  r  o  11  a  r  i  u  m     7. 

t26.     Ponamus 

Sy  ^pEx  rz:  ci)    et    5z  —  pBx  znto  r 
eritque 

d^y  —  pdSx  —  g^xSx  —  Bfii)  et  dSz  —  pdSx  —  qdxSx^z  dn> , 
si  scilicet  statuamus 

dp   X    dp 

g^  _  7    ct    3^  =  q  , 

unde  patet  fore 

Sp  -  ^So:  =  II    et    5p   -   q5;r  z=:  ||-. 

Corollarium      3. 
126.      Si  ulterius  statuamus 

^   —  r-     i?  —  r-     ir  —   c.     *'  —  anM 
dx  —  '^'     d5c  —  ^y     dS  —  "^»     d"i- —  »    ^t^- 

iirit  simili  modo  sumto  dx  constante 


• 

CAPUT 

V. 

dg   - 

r^x  r 

-  r5a?  z: 

5r   - 

sSx  z 

-  fiSa;  I 

_   3'» 
-  d«»' 

sacque  deinceps. 

■ 
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Scholion      l^    ' 

127.  Sive  crgo  formula  varianda  habuerit  valorem  finitum? 
sive  infinitum,  sive  evanescentem ,  ope  horum  praeceptorum  ejus^ 
variatio  perinde  ac  supra  inveniri  potest ,  neque  cnim  hacc  prac«* 
cepta  a  superioribus  discrepant ,  nisi  quod  hic  dupliois  gepcris  va^ 
lores  difierentiales ,  alteri  litteris  latinis,  p,  p,  r^  s  etc.  alteri  germa* 
nicis  p,  q,  r,  §  etc.  indicati,  introduci  debeant,  cujus  rei  ratio  in 
eo  est  sita  ^  quod  hic  utraque  variabilis  y  et  z  tanquara  fuuctio 
ipsius  X  spectari  potest.  Sin  autem  unica  aequatio  inter  ternas 
coordinatas  daretur,  vel  quaereretur,  litterae  hic  introductae  p  et  p 
nullos    habiturae    essent   valores   certos ,    cum    salva   illa  aequationc 

fracfiones  ^  et  ^  omnes  omnino  valores  recipflre  possent.    Omis- 

sis  autem  his  litteris,  ipsisque  dijfTercntialibus  in  calculo  relictis,  etiam. 
pro  hoc  casu  regula  in  solutione  exposita  variationem  declarabit. 

S  c  h  0 1  i  0  n      2. 

« 
*28.      Supra    jam    notaviy*hunc    casum    trium    variabilium,, 

quarum  relatio  gemina  aequatione  definitur,  sollicite  esse  distinguen* 

dum    ab    eo,    ubi   relatio    unica  aequatione  definiri  assumitur.      Pis* 

crimen  hoc  ex  Geometria  clarissime  illustratur,  Ubi  ternae  variabiles 

vicem    ternarum    coordinatarum    gerunt ;    totidem    autem    in    calculo 

adhiberi   oportet   non    soium  quando    quaestio    circa  superficics  ver- 

satur,    sed    etiam    quando  lineae  curvae   non  ia  eodem  plai^o  sitae 

sunt  explorandae.      Atque    hoc    quidem    casu   posteriori    determinatio- 

lineae    curvae    diias    aequationes    inter    ternas    coordinatas    postulat, 

ita  ut   binae    quaevis.  tanquam    functiones    tertiae    spectari   possint.. 
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Superficiei  autem  natura  jam  unica  aequatione  inter  temas  coordi« 
natas  definitur ,  ita  ut  unaquaeque  tanquam  functio  binarum  reli- 
quarum  spectari  queat,  unde  ingens  discrimen  in  ipsa  tractatione 
oritur.  Praesens  igitur  caput  inservire  poterit  ejusmodi  lineis  cur- 
vis  indagandis  quae  non  in  eodem  plano  sitae  maximi  mininuTe 
quapiam   gaudeant  proprietate. 

Problema      13. 

i29»  Si  y  fuerit  functio  quaecunque  triiim  variabiUum  rr, 
1/,  z,  earum  insuper  difTerentialia  cujusque  ordinis  implicans,  eaeque 
yariabiles  Tariationes  quascunquerecipiant,  invenire  variationem  for* 
mulae  integralis  f\dx. 

S  0  I  u  t  i  o. 

Quaecunque  difTerentialia  in  functionem  Y  ingrediantur ,  ea 
his  factis  substitutionibus 

dyznpdi:;  dp—^gd^i  dqzzirdx;  drzzzsdx  etc. 
dzzzipdx;  5|)  — qdo?;  3qzz:rd:r;  dtzziidz  etc. 

tollentur,  et  quantitas  V  erit  functio  quantitatum  finitarum  ar,  y,  z^ 
Py  ^,  r,  ^  etc.  |>,  q,  Xy  $  etc.  Ejus  ergo  differentiale  hujusmodi  ha* 
bebit  formam 

dV  z=  Mdx  +  Ndy  +  Pdp  -4-  Qdg  -4-  Rdr  -f-  Sds  -4-  etc. 

-h  ^dz  -h  ^ap-h  ciaq  -f-  sxar + ea«-f-  etc. 

unde  mutatis  signis  differentiationis  d  in  5,  shnul  habebitur  ▼ariatio 
oV.  Ex  supra  autem  demonstratis  etiam  pro  hoc  casu  trium  va» 
riabilium  habebitur 

SfYdx  —fa  dlx  +  aa:5V)  zr:  Vlx  ^fQx^V  —  d\Sx). 
At  facta  substitutione  fiet 

^^^^^—Z=:Udx^NSy^?Sp^Q$g^K^r^ 

-hffl^z  -I- g>5|)  4- ;Ct5q  ^-3t5r4-ctc. 
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—  MSo:  —  "Np^x  —  P^Sa;  —  Qr^x  —  R*5a?  —  etc. 
—  ffipdx — ^qSx —  CtrSa;  —  fK^Bx —  etc. 
Quodsi  jam  breyitas  gratia  statuamus 

Sy  —  p^x  ziz  (I)    et    5z  —  pox  r^  tD 
sumto  elemento  dx  constante,  ex  §§.   125.  et   126.    erit 

57  —  rSa;  =  l^  ;  5q  —  r5a?  =:  g ; 

5r  —  s^x  =:  l^ ;   5f  —  iZx  =  9^  » 

ctc. 
unde  rariatio  quaesita  boc  modo  commode  exprimetur 

^        .    P3w    .    Qddb)    .  ,R9'w 


5/vax  ^  yZx  ^Jdx  i^^^  5?«  .  aatm     ^3« 


quae  ut  supra  ad  hanc  fonnam  reducitur 

5/va.  =^  /0,3.  (N  -1?  +  I??  _  II  ^  |-  _  ,10.) 

-^/»a.«-P*^-?4«*^_«=.j 


dx  d  X*  3x' 


etc.) 


^Const.H^n)(^— g-  -*-  aT«^  ~  dpr  -+-  etc.) 

a ,  ( Q  ~  ai;  -^  3^=*  -  etc.) 

If  (^  -  H  -  I?   ~  eto 

H-^IOJ-II  -Hetc.) 
^'^^   (S  -  etO 

-t-   12  (@  ~  etc.)   -t-  etc. 
cojus   indoles   ex   superioribus  satis  est   manifesta»    eademque    circa 
constanlis  additionem  sunt  ebservanda. 
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Corollarium      1. 


13  0*  In  hac  solutione  ambae  variabiles  y  et  z  tanquam 
functiones  ipsius  x  spectantur,  sive  jam  sint  cognitae,  siye  demom 
ex  yariationis  indole  definiendae.  Neque  etiam  formula  integralis 
yVdrr  certum  esset  habitura  ralorem  ,  nisi  tam  y  quam  z  per  x 
determinari  conciperetur. 


CoroIIarium      2. 


131.  Si  formula  Ydx  per  se  sit  integrabilis,  nulla  assumu 
relatione  inter  ternas  variabiles,  yariatio  intcgralis  fVdx  nnllas  quo« 
que  formulas  integrales  inyolvere  potest ;  ideoque  necesse  est ,  nt 
tum  sit 


ap    ,    ddQ'       d^K    .    a*s 


«'   tf?   -  II  +  ^   -  12   4-  |1«   _  etc.  =  0. 


CoroIIarium      3. 


132.  Yicissim  etiam  si  hae  duae  aequationes  locum  ha- 
beant,  hoc  certum  erit  criterium,  formulam  differentialem  Ydx  pcr 
se  integrationem  admittere,  nulla  inter  variabiles  stabilita  relatione. 

E  X  e  m  p  1  u  m. 

13  3.    Quo  hoc  criterium  magis  illustremus^  sumamus  ejus* 
modi  formulam  per  se  integrabilem ,    sitque 

fYdx  =z  ^  =  ^ , 
unde  fit 

K«P  l^      X  *^    XP  «PP' 

Ex  cujus  differentiatione  colligimus  N  rz  0  ,    ct 
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x*p       '^   *p  XfP 

«=±5 «1  -I,  ^,     ct£i  =  =^. 

Jam  pro  pnma  aeqnatione  ob  N  rr:  0  fieri  oportet 

-  l|-f-|?  =  0,     -et.    P  -  |5=:Con8t. 
cnjus  reritas  ex  differentiatione  ipsius  Q  statim  fit  perspicua. 

Pro  altera  aequatione 
quia  hinc  est 
primo  necesse  est  ut  integrabilis  existat  haec  formula 

nnde  ob  qdx  zz:  dp  manifesto  fit 

/ndx  z=:  ^- 
Superest  ergo  ut  sit 

l^  zz:  3>   —   rffldx  —  -IL5 *1  ^  ?5M   _   -f  . 

a«  ^  -^  xappp  xpp    ^^     xp*  *p 

Verum   differentiando   jQ  rz:  ^^ ,    utrinque   perfecta    aequalitas   re- 
sultat. 

S  ch  0  1  io  n      1. 

134.  Quodsi  ergo  quaestio  huc  redeat,  ut  formulae  inte- 
grali  /Ydx  ralor  maximus  minimusve  sit  conciliandus ,  tum  ante 
omnia  in  ejus  rariatione  ambas  partes  integrales  idque  seorsim  ni- 
hilo  aequari  oportet,  propterea  quod  utcunque  Tariationes  consti- 
tuantur ;  rariatio  S/Ydx  semper  debeat  evanescere ,  unde  duae 
omergunt  aequauonea  istae 
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qiubiis  doplex  rekitia  inter  ternM  varinbilM  %  y^  s  ita  cxpiipiilnr, 
VI  ddnceps  tan^  ^  quaxn  z^  rect^  taoquam  fbncuo  ipaiua  x  spectari 
poasiL  Quando  autem  hae  aequationes  sunt  differentilEdes  idque  al* 
tioris  gradus^  totidem  utrinque  constantes  arUtrariae  per  Itttegn* 
tiones  in  calculum  invehuntur,  quoti  gradus  utraque  fuerit  differen- 
tialis.  Has  rero  constantes  deinceps  ita  deflniri  oportet ,  ut  condi- 
tionibus  tam  pro  initio  quam  pro  flne  integrationi&  ibminlae  jydx 
praescriptis  satisfiat,  quod  negotium  eo  redit,  ut  praetex^ea  variado- 
nis  partes  absolutae  ad  nihilum  redigantur.  Primo  scilicet  constans 
ita  definiri  debet ,  ut  conditionibus  pro  ihitio  praescriptik  satisflat, 
ubi  quidem  ex  quaestionis  indole  pmrticuk^ 

^'  ^'   n^    di^     STxS'    ai^   «^- 

definitos  valores  sortiri  solent.  Tum  rcvo  cum.  idcm  circa  finem 
integrationis  usu  Tcniat ,  ex  singulis  constantes  per  integrationem 
ingressae  determinabuntur. 

S  c  h  o  I  i  o  n     Z* 

i35«  Plurimum  conducet  hic  observ/i^se »  meml?rar,  qjqtibu» 
rariatio  S/Vdx  exprimitur,  sponte  in  duas  classes  dispesci,  in  qt}a- 
rum  altera  litterae  tantum  eae  conspiciuntur ,  quae  ad  yariabilita- 
tem  ipsius  y^  seu  ad  ejus  habitumi  reapeotu  x  referuntur,  idque  ita 
ao  li  quantitas  z  constans  esset  assumta,  altera  vero  classis  simi* 
IM  Uteras  a  variabilitate  ipsius  z  tantam  pendentes  conlinat',  quasi 
qWllkUtts  y  esset  constans.  E^  quo  colfI|gere  Itee^  «  etkim  quMta 
Vtrill^ls  t;  accedat,  quse  ut  fltnbtio  ipsms  x  quoque  speeteri^  quo* 
tti  tum  ad  illas  duas  classes  tertiam  insupep  esse  a<i^Mda», 
^vat  tlmilia  membra  a  variabilhatc  sollus  v  peadeiitii^  compleoUilMr< 
QitQirct  solutio  hic  data  spectari  potest ,  <[iiasi' ad' qttOCeunqqe' 
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riabites  exteftdtttur,  duttinedo  tot  int^  eas  aequationes  dari  conci- 
piantur,  lA  omnti  pro  fiincdonibus  uniua  haberi  queant.  £t8i  ergo 
hoe  eiipm  tantutii  tres  Tariabiles  pfae  se  fert ,  tamen  ad  quodcun- 
que  pertinere  est  intelUgendum^  si  modo  ejusmodi  conditiones  pro- 
ponantur,  ut  tandem  per  unam  reliquae  omnes  determinentur.  Ta- 
lem  autem  cbnditiouem  formulae  integrales  hujus  formae  jydx  ne- 
cessario  inyolvunt;  quotcunque  enim  rariabiles  in  quantitatein  T  in- 
grediantur,  ezpressio  f\dx  certum  ralorem  defihitunl  omhiuo  obti^ 
nere  nequit,  nisi  omUeS  variabiles  tanquam  ibnctiones  unius  x  spec« 
tari  queant.  Longe  aliter  autem  est  comparata  ratio  ekrtuh  for- 
mularum  integralium  ;  quae  ad  duas  pluresve  yarittbilfes  a  se  inyi« 
cem  itiinime  pendentes  referuntur. 

Fr  ob  I  e  ma     14. 

136«  Si  functio  Y  praeter  tres  yariabiles  x^  y^  z,  earum- 
que  differentiaiia  cujuscunqtte  grAdUS ,  itisuper  ihyolyat  fbtlnulatti  ih- 
tegralem  VHzjiQdx^  Ubi  $B  sit  funetio  quaecunquc  earundem  ya« 
riabilium  x^  y^  ^,  cum  suis  differentialibus ,  inyestigdre  ydridtionem 
formulae  integralis  fJdx. 

S  o  1  u  t  i  o. 

Uc  species  sttltem  difTerentialium  e  calculo  tollatur,  poriH- 
mus  ut  ante 

dy^P^Xj    dp  —qdx  ^    dqzizrdci:^    dr:zzsdx,    etc. 
dzzizpdxy    dpzzqdx^    d(\  —  vdx,    dxzzidx,    ctc. 

ac  functione  Y  differenti&ta  prodeat 

dy,=:  Ldv  -4*  Mdx  ^  Ndy  -f-  Pdp  -h  Qdq  •+-  Rdr  h--  etc* 

H-fldz  H-  ^dp  -i-  jQdq  -nStdhr  -^  «c. 
tum  yero  ob  dvti^^Sdx  sit 

a?8  :=  W^x  ^  N%  -^P^dp  ^  Qfdq  -f-  R'dr  ^  «c. 

-+-  Wdz  ^  g>"dp  H-  Q:dq  -^  SX^ar  4-  etc. 

68* 
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ubi  ob  defectum  litterarum  iisdem  accenra  distinctis  utor.  Hinc  an- 
tem  simul  eanmdem  quantitatum  Y  et  fQ  yariationes  habentur.  Jam 
cum  quaeratur  yariatio  S/Ydx^  habebimua  primo  quidem  ut  ante 

ubi  cum  valor  ipsius  Y  non  discrepet  a  praecedentCi  nisi  qnod  hic 
ad  ejus  differentiale  dV  accedat  pars  hdvzz:  JJBdx ,  et  ad  raria- 
tionem  SY  haec  pars  hdv  zn  L  S/?Qdx  ;  etiam  yariatio  quaesita 
S/Ydx  forma  ante  inventa  ezprimetur,  si  modo  ad  eam  adjiciator 
hoc  membrum 

/L  (dxS/^dx  —  fQdxSx)  zzi/Ldx  (S/SBSa?  —  ?3Sx). 

Quia  vero  formula  integralis  /^dx  eadem  est  quae  in  problemate 
praecedente  est  tractata,  si  ut  ibi  fecimus,    statuamus 

5y  —  pSx  rz:  w    et    5z  —  pSx  zn  XO  > 
elemento  'dx  constante  assumto  habebimus 

d/^x^^^x^/^x   )  5^^^ra»_D'dd»_9t'd*»_^,^ 

Ponamus  jam  integrale  /Ldx  iz:  I ,  si  scilicct  ita  capiatur ,  ut  pro 
initio  integrationis  evanescat,  tura  vcro  pro  termino  finali  integratio- 
nis  fiat  IznA,  quo  facto  pro  tota  integrationis  extensione  erit 

(  »r  n)  -H   gjj  -f-  gjj,    -f-  eic 
Nunc  igitur  introducamus  sequentes  abbreviationes 

N  -t-(A— I)  N^n=N°,     g^-h(A  — I)9r=:g^°, 

P  -f-(A  — I)  p^^zpo,    g>^-(A  — i)g>^:izg>o  • 
Q-f-(A  — I)Q^=Q°,    CL-f-(A  — i)a'  =  a°, 

R  -f-(A— I)R^=;RO,     S)(-H(A  —  ;)  9^=91*'. 

etc.  ctc. 
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atque  manifestam  est  Tariationem  quaesitam  ita  expressam  iri 

(NO„^El|i^213fJ^^^19JiH:etc. 


n*88m    .    8t»3'»  . 

qoae  etiam  ut  ante  eTolTitnr  in  hanc  formam 

-vjx      ^„<po_^v^-2;i:*.tc.) 

H-Con...      -Htt,(r-»^+^-^  +  .tc.) 

•    a»-^o     sat»_^aa6»     ^,^. 

-|pCR«-||'*etc) 
-Hg(9l°-^-^etc.) 

H-  g?  (S°  -  etc.) 

H- 15  (@°- etc^ -+^  etc, 

ubi  neminem  offendat  signnm  nihili  litteris  suffiznm ,  siqufdem  non 
exponentem  denotat,  sed  tantnm  ad  has  litteras  ab  fisdem  nude  po- 
sitis  distinguendas  adbibetur. 

C  or  &11  ar  ium     i. 

137.  Si  igitur  formula  integralis  /Ydx  habere  debeat  Ta- 
lorem  maximum  Tel  minimum ,  Tariationis  inTcntae  bina  membra 
priora  statim  nihilo  aequalia  statui  oportet,  unde  duae  resultant  ae* 
quationes  differentiales ,  quibus  hadefinita  relatio  utriusque  Tanabilis 
^  et  z  ad  a;  definitur. 


•  y 
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Corollarinm      2. 

i3S.  Etininsi  hic  conditionum,  quae  forte  pro  initio  et  fine 
integrationit  proponantur,  nondum  ratio  habetur,  tamen  ea  jam  oc- 
culte  in  calculum  ingreditur,  quia  litterae  I  et  A  terminos  integra* 
tionis  respiciunt.  Interim  tamen  eae  in  ipsa  aequatiMum  difiereii^ 
tialium  tractatione  iterum  ex  calculo  expelluntur;  dum  enim  fonnula 
integralis  /h^xznl  eliditur,  simul  quantitas  constans  A  egreditor. 

Corollarium     3. 

139.  Expeditis  autem  aequationibus  his  duabus  differentia- 
libus,  Idque  generalissime ,  ut  totidem  constantes  arbitrariae  in  cal- 
culum  invehantur ,  quot  integrationes  institui  oportuit ,  tum  demum 
ad  conditiones  utriusque  termini  integrationis  formulae  jYdx  est 
attendendum ,  quandoquidem  hinc  ex  reliquis  variationis  membris 
absolutis  illae  constantes  determinari  debent. 

Scholion. 

140.  Solutio  hujus  probiematis  ita  est  comparata  ut  jam 
satis  sit  perspicuum  ,  quemadmodum  etiam  formulas  magis  compU* 
catas,  Teluti  si  functio  V^Iures  formutas  integrales  involyat,  vel  si 
quoque  fQ  formulaa  novas  integrales  complectatur ,  expediri  conye- 
niat.  Quin  etiam  nunc  est  manifestum^  si  hujusmodi  formnlae  in* 
tegrales  plures  tribus  yariabiles  contineant^  quomodo  tum  yariatio- 
nes  inyeniri  oporteat,  atque  adeo  non  solum  taediosum  sed  etiam 
superfluum  foret  si  copiosiua  boc  argjumentum  persequi  yellem.  Ad 
partem  igitur  hujus  doctrinae  alteram  multo  abstrusiorem  progre* 
dlor,  ubi  etiam  relationibus  inter  yariabiles  constkutis  duae  pIuresTC 
a  se  inyicem  mlnime  pendentes  in  calculo  relinquuntur. 
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DE 

VARIATIONE   FORMULARUM    DIFFERENTIALIUM     TRES    VA- 
RIABILES  INVOLVENTIUM  ^  QUARUM  RELATFO  UNICA 

AEQUATIONE  CONTINETUR. 

'  Prob-Iema      f  5. 

141. 

Propo8ita  aequatione  inier  tonr  wriabile^  x,  y  tit  z^  quibua  Tari»t 
tiones  quaecunque  ho^  S^^  Sz  tritHnmtw,  jdefinire  Tariationes  formu* 
larum  differentialium  primi  g^adua 

p  =  (ID   e.   /  =  (||). 

Slculutio. 

Ctim-  uaioa^  aeqwitic»*  kiter'  trer  Tariabiiet^  imn  poaitur ,  qnac»» 
Ubet  earum  ttnqMm^  HknotiO'  binavun  reUquarma  apectari  peteBt 
Erit  ergo  z  functio  ipMNmm  x9  crr  9^,  ^  meminMse  hio  opmtefc  eoDp 

pressionem    (^)  =:  p    denotare   rationem   differentialium   ipsarum  z 

et  a; ,  si  in  aequatione  ilfa  data  hae  solae  ut  variabiles  tracten- 
tM  ,    tertia  y  pvei  oomtMite  iNvbiita,    quod   idem   de  altera  formula 

(j2)  1371'    est  tenendmn'.      Simifi  modo    ijpsae    quoqur  ramatibnet 

^^9  ^y  9  ^^  ut  functiones  infinite  parvae  binarum  yariabilium  x  et 
y  spectari  possunt,  quoniam  si  etiam  a  tortia  z  pandecmt,  liaee 
ipsa  est  functio  ipsarum^.  :r  et  ^;.  unde  »bhi1  inteUigitur  quid 
istae  formulae 

^dx^»  (17>»    *^»  (-di:)»  (-57)  «'  <ftf)>  <"5^)» 
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significent.     Cum  igitur  ralor  rariatus  formttlae 

(||)=p  .„  p  +  jp  =  ^^±^)) , 

81  scilicet  hic  yariabilis  y  constans  anmatur ,  erit  hac  conditione 
observata 

^P  —  ^dxH-dix^  —  ^55  "^*  5r        Tx^^  ' 
propterea  quod  rariationea  ^x  et  ^z  prae  x  ti  z  eranescunt.  Hinc 

ergo  ob  (|^  —  p  habebitur  variatio  quaesita 

quarum  formularum  significatus,  cum  tam  Zz  quam  Zx  sinc  fimctio- 
nes  ipsarum  x  ti  y  ^  hicque  y  constans  habeatur ,  per  se  est  ma- 
nifestus.     Simili  autem  modo  reperietur  fore 

ubi  jam  yariabilis  x  pro  constante  habetur.  * 

C  o  r  ol  I  a  rium      1. 

142.  Hic  omnia  ad  binas  yariabiles  x  tX  y  sunt  perducta, 
atque  ut  earum  functiones  spectantur,  non  sokon  tertia  z^  sed  etiam 
omnes  tres  rariationes  Zx^  ^»  ^z :  manifestum  autem  est,  has  tres 
▼ariabiies  pro  lubitu  inter  se  permutari  posse. 

Corollarium     2. 

,143.  SuflScit  autem  his  binis  formulis  pro  differentialibas 
primi  gradus  uti ,  quoniam  reliquas  ad  has  reducere  licet ,  siqui^ 
dem  sit 

(s) 


ubi  p  et  p^  sunt  ituictiones  binarum  x  et  y. 
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Corollarium     3. 

144.  Inventis  ergo  yariationibus  harum  duarum  fonnultfum 

p=(ii) « /.'=(if), 

reliquarum  formularum  modo  memoratarum  varjationes  hinc  facile 
reperientur.     Erit  entm 

S  ch  ol  i  on      1. 

145.  Hic  ante  omnia  observo ,  formulas  difrerentiales  cer- 
tum  valorem  habere  non  posse ,  nisi  duo  differentialia  ita  inter  se 
comparentur ,  ut  tertia  Tariabiiis ,  si  tres  habeantur ,  seu  reliquae 
omnes,  si  plures  adsint,  conatantes  accipiantun  Ita  hoc  casu  quo 
inter.  tres  variabiles  Xj  y  tt  z    unica    aequatio  <Jatur ,    Yel    saltem 

dari  concipitur ,    formula  g^  nulhim   plane  habet   significatum ,    niai 

tertia  yariabilis  y  constans  sumatur,  quam  conditionem  vinculis  in« 
cludendo  hanc  formulam  innuere  consueverunt ,  etiamsi  ea  tuto 
omitti  possent ,  quoniam  alioquin  ne  uUus  quidem  significatus  ades* 
set  Quod  quo  magis  perspicuum  reddatur,  quaecunque  aequatio 
inter  ternas  variabiles  x^  y^  z  proponatur,  ex  ea  valor  ipsius  z 
elici  concipiatur,  ut  z  aequetur  certae  functioni  ipsarum  o?  et  ^, 
ejusque  sumto  differentiali  prodeat  dz  z;z  pdx  -f-  p^dy ,  ubi  iterum  p 
et  p^   certae    erunt   funcuones.  ipsarum  x  et  ^,    idque   tales  ut  sit 

(|2)=:(^).     Sumta  nunc  y  constante  fit   dz—pdx  seu  pzii(g|),      \ 

snmta  antem  x  constante  prodit  p^  zn  (^ .     Tum  vero  etiam  ma- 
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nifestum  est ,    sumta  z  constante  fore  ^  rz:  ^^ ,    hnjusmodi  autem 

formulas  excludi  conyeniet,  quando  tam  z  quam  Tariationeg  So:,  ^, 
et  Sz  ut  functiones  ipsarum  x  et  y  repraesentamus. 

S  c  h  o  1 10  n  .   2. 

p    ^  146.     £x   Geometria    hoe    argumentom    multo    darins    illii- 

strare  licet.  Denotent  enim  tres  nostrae  variabiles  a:,  y^  z  temas 
coordinatas  AX ,  XY ,  YZ ,  inter  quas  aequatio  proposita  certam 
quandam  superficiem  assignabit ,  in  qua  ordinata  YZ  zzi  z  temnna- 
bitur,  quae  utique  tanquam  certa  functio  binarum  reliquarum  AXzx 
et  XY=:^  spectari  potest,  ita  ut  sumtis  pro  lubitn  his  binis  x  et 
y ,  tertia  YZ  ziz  z  ex  aequatione  proposita  determinetur.  Quodsi 
jam  alia  superficies  quaecunque  concipiatur  ab  ista  infinite  parum 
discrepans,  eaque  ita  cum  hac  comparetur,  ut  ejus  punctum  quod- 
yis  z  cum  propositae  puncto  Z  conferatur ,  ita  tamen  ut  interval- 
lum  Zz  sit  semper  infinite  parvum ,  variationes  ita  repracsentabuB* 
tur,    ut  sit 

5r  r=  Aa:   —   AX  =  X:r,     5y  =  ary   ~   XY      ct 

&  =:  ys  ~  YZ, 

et  cum  hae  variationes  prorsus  arbitrio  nostro  permittantur ,  neqoe 
utlo  modo  a  se  invicem  pendeant,  eae  edam  tanquam  fundiones 
binarum  x  ct  y  spectari  passuat,  idque  ita  ut  aulla  a  refiqnis 
pendeat,  sed  unaquaeque  pro  arbitrio  fingi  queaL  Quin  etiam  hinc 
intelligitur,  quoniam  superficies  proxima  a  ptroposita  divcrsa  eaae 
debet,    neutiquam  fore 

siquidem  pro  superficie  proposita  fuerit 

dz  rz:  pdx  +  p^dy , 
alioquin  punctum  z  foret  in  eadem  superficie  ,    ex  quo  omnlno  tcr- 
wvs  fiinctiones  ipsarum  x  Qt  y  pro   Tariatbmbiis  ^x,  Sy  tt  Sz  ittL 
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comparatafs  essa  oportet,    nt  mn  ik 

sed  potius  ab  hoc  valote  quomodocunque  diacrepet;  ubx  quidem 
imprimis  notandtim  est ,  Tias  functiones  ita  late  patere  ,  ut  disconti- 
nuae  non  excludantur,  atque  adeo  pro  lubitu  vatiafiones  tantum  in 
unico  puncto  vel  saltem  exiguo  spatio  constitui  queant.  N^e  fiutem 
hic  ulli  dubio  locus  relinquatur ,  probe  notandum  est ,  ex  eo  quod 
ponimus  z  ejusmodi  functionem  ipsarum  x  et  y  ^    ut  sit 

dz  z=z  pdx  -\^  p^dtf , 
minime  sequi  fore  quoque 

5z  zz:  p^x  -H  P^^y  9 
quemadmodum    supra   assumsimus ,    propterea    quod  hic   ipsi  z  pro* 
priam   tribuimus    variationem    neutiquam   pendentem    a    yariattonTbWi 
ipsarum  ar  et  ^. 

ProblemA     16. 

14  7.  Proposita  aequatione  inter  tres  variabiles  x,  y^  z^ 
quibus  variationes  quaecunque  St,  $y^  Sz  tribuuntur ,  investigare 
variationes  formularum  differentialium  secundi  gradus 

Solutio. 

Hic  iterum  z  spectatur  ut  functio  ipsarum  x  et  y,  quarum 
etiam  sunt  functiones  ternae  variationes  Sx^  Sy^  dzj  nullo  modo  a  se 
invicem  pendentes.     Quoniam  in  praecedente  problemate  posuimus 

hi8  formulis  in  subsidium  vocatis  habebimus 

7  =  ('^.   V'  =  (|*)  =  (^).    et  /'  =  (^), 
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hicque  ratio   variationum   ^p  et  Sp^  est  habenda,    quaa  inYenimns 

Simili  ergo  modo  calculum  subducendo  reperiemus  primo 

ttbi  (^)  inyenitur  si  valor  Sp  differentietur  posita  y  constante,   ae 
difTerentiale  per  dx  dividatur  ,    unde  oritur 

(^')  =  (^*)  _  ,  (^)  -  p  (^) .    ob,  =  (||). 

unde  concludimus 

a» = (^)  -  2»  (^)  _  p  (^') . 

Eodem  modo  ob  ^  n:  (^)  ,    erit 

V=(^-^(t).  .t 

ideoque 

Aiter  autem  valor  q''  zzz  (^^)  simili  modo  tractatus  praebet 

cujus  valoris  ab  illo  discrepantia  incommodum  involvit  mox  accura* 
tius  examinandum.     Ex  tertia  autem  formula  q^^  zn  (|^-)  elicitur 

S  0  h  o  1  i  o  n      1. 

148.     In  originem    discrepantiae    variationis   S  q^    ex  gemi- 
no  valore 
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natae  inquisitunis ,  obseryo  in  his  fonaulls  yariationem  exprimenti* 
bu8  9  vel  quantitatem  x  vel  quantitatem  y  pro  constanti  haberi , 
prout  denominator  cujuscunque  membri  declarat.  Verum  si  quan- 
titatem  x  constantem  manere  sumimus ,  utcunque  interea  altera  y 
mutabilis  ezistit ,  natura  rei  postulat ,  ut  etiam  yariationes  ipsius  x 
nullam  mutationem  subeant,  quod  autem  secus  eyenit,  si  yariatio  Zx 
quoque  a  quantitate  y  pendeat,  quod  idem  de  altera  yariabili  y^ 
dum  constans  ponitur ,  est  tenendum.  £x  quo  manifestum  est ,  si 
yariationes  Zx  et  Zy  simul  ab  ambabus  yariabiiibus  j?  et  2/  p^n- 
dere  sumantur ,  id  ipsi  bjpotliesi  ^  qua  alterutra  perpetuo  constans 
ponitur,  adyersari.  Quamobrem  hoc  incommodum  aliter  yitari  ne** 
quit,  nisi  statuamus,  yariationem  ipsius  x  prorsus  non  ab  altera  ya- 
riabili  y ,  neque  hujus  yariationem  Zy  ab  altera  x  pendere.  Sin 
autem  ^x  per  solam  x^  et  ^y  per  solam  y  determinatur ,  ut  sit 

«'  0=0 «« <t>=«. 

erit  etiam 

sicque  ambo  illi  yalores  discrepantes  pro  Zq""  inyenti  ad  consen^ 
sum  perducuntur. 

Scholion     2. 

149.  Omnibus  autem  dubiis  in  hac  inyestjgatione  felicissi* 
me  occurremus,  si  soli  quantitati  z  yariationes  tribuamus,  binis  re- 
liquis  X  ti  y  plane  inyariatis  relictis,  ita  ut  sit  tam  ^xzizO  qnam 
^  zz.  0  y  quo  pacto  non  solum  calculo  consulitur ,  sed  etiam  usus 
hujus  calculi  yariationum  yix  restringitur.  Quodsi  enim  superficiem 
quamcunque  cum  alia  sibi  proxima  comparamus,  nihil  impedit,  quo* 
minus   singula  proposita   superficiei    puncta   ad    ea  proxima   puncta 
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rcferamus>  quibus  eaedem  blnae  coordinatae  x  ti  y  respondcant, 
solaque  tertia  z  variationem  patiatur.  Quin  ctiam  haec  supposiUo, 
cum  ad  formulas  integrales  progrediemur ,  eo  magis  cst  neccssariai 
quandoquidem  semper  totum  negotium  ad  ejusmodi  formulas  intc* 
grales  perducitur,  quae  duplicem  integrationem  requirunt/  in  qua* 
rura  altera  sola  x  in  altera  vero  sola  y  ut  variabilis  tractatur; 
nisi  crgo  harum  variationes  nullae  statuantur ,  maxima  incommoda 
inde  in  calculum  inveherentur ;  qui  cum  per  se  plcrumqne  sit  dif- 
ficillimus ,  minime  consuftum  videtur ,  ut  ex  hac  parte  difBcultates 
multiplicentur.  Quamobrem  hanc  tractationem  ita  sum  expcditnnis, 
ut  in  posterum  perpetuo  binis  variabilibus  x  tt  y  nullas  plane  va- 
riationes  tribuam,  solamque  tertiam  z  variatione  quacunque  Jz  an- 
geri  assumam^  ubi  quidem  Zz  ut  functionem  quamcunque  ipsarum 
X  tt  y  sive  continuam  sive  discontinuam  sum  spectaturu^. 

Problema     17. 

150.  Si  z  fuerit  functio  quaecunque  ipsarum  x  tt  y^  ci* 
que  tribuatur  variatio  Sz  pariter  utcunque  ab  o;  et  ^  pendens.  ii^ 
vestigare  variationes  formularum  omnium  differentialium  cnjuscun- 
que  ordinis. 

S  0  I  u  t  i  o. 

Pro  differentialibus  primi  gradus  habentur  hae  duae  formulae 
p  =  (||)     et   p'  =  (||), 

quarum  vsuriationes  cum  x  tt  y  nullam  variationem  pati  concipian* 
tur,  ex  supra  inventis  ita  se  habebunt 

^pzn  (^)    et   V  =  0. 
Pro  difrerentlalibus  secundi  ordinis  hae  tres  formulae  habentur 
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ita  ut  sit 

^  —  W»    ^    —  ^W  ^^^  ^    —  ^W'' 

quarum    varlationes    ex   praecedente    problemate    ob    3x  zz  0    et 
S^  z=  0    sunt 

s?=(^.  V=<ig).  V=0- 

Simili  modo  si  ad  differentialiA  tertii  ordinis  ascendamus ,    hae  qua- 
tuor  formulae  occurnmt 

quarum  variationes  ita  expressum  iri  manifestum  est 

Sr  =  ('^').    l^=i^,    S^^^O.    S^-^O. 

unde  per  se  patet ,    quomodo  variationes  formularum  difTerentialium 
superiorum  ordinum  sint  exprimendae. 

Corollarium      i. 

151.  Hinc  jam  manifcstum  est ,  fore  in  genere  pro  for* 
mula  differentiali  cujuscunque  ordinis  1  :r — ^^ —  ]  ejus  variationem 
zii  ( -rj—-^— j ,  tn  qua  forma  superiores  omnes  continentur. 

Corollarlum     2. 

152.  Deinde  etiam  perspicuum  est,  introducendis  loco  dif- 
ferentialium  primi  ordinis  litteris  p  ^  p\  secundi  ordinis  litteris  q^ 
(f^  qf\  tertii  ordinis  litteris  /*,  r^,  r^'',  r^^^^  quarti  ordinis  litteris  ^, 
s\  s^\  $^^\  s^^^\  etc.  speciera  differeatialium  tolli,  quemadmodum 
etiam  supra  hujusmodi  litteris  speciem  differentialium  Mistldiqms. 
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S  c  h  0  1  i  o  n  • 

163.  Quoniam  binae  yariabiles  x  tt  y  prorsua  a  se  in- 
ricem  non  pendent ,  ita  ut  altera  adeo  eundem  valorem  retinere 
queat ,  dum  altera  per  omnes  ralores  possibiles  rariatur ,  CTideni 
est ,  hujusmodi  formulam  difTerentialem  ^ ,  quippc  qoac  nnllam 
plane  significatum  certum  esset  habitura ,  in  calculo  nunqu^im  lo- 
cum  inyenire   posse.     Contra   vero  cum  quantitas  z  sit  fimctio  ip* 

sarum  x  et  y  ^    hae  fonnulae  (j^),    (^x)    «t   reliquae   omnes  qoas 

supra  sum  contemplatus ,  definitos  habent  significatns ,  neque  ullac 
aliae  in  calculum  ingredi  possunt.  Deinde  quia  semper  quaestiones 
huc  pertinentes   eo   reducere   licet ,    ut  z   tanquam   functio  binamm 

X  et  y   spectari    possit ,    ejusmodi   formulae  (^) ,    ubi  quantitas  z 

esset  pro  constanti  habita ,  hinc  prorsus  excluduntur ,  neque  qllae 
aliae  piraeter  supra  memoratas  in  calculo  admitti  sunt  censcndac, 
sicque  omnes  expressiones  a  formulis  integralibus  liberac  praeter 
ipsas  yariabiles  x^  y^  z  alias  formulas  differentiales  non  implica- 
bunt  praeter  eas ,    quarum  variationes  hic  sunt  indicatac. 


Problema     18. 


154.  Si  2  sit  fbnctio  ipsarum  x  et  y^  eique  tribuatur  va* 
riatio  Zz  utcunquc  dh  x  tt  y  pendens,  tum  vero  fuerit  Y  quan- 
titaa  quomodocunque  ex  tribus  variabilibus  x^  y^  z  earumquc  dif* 
ferentialibus  cujuscunque  ordinis  composita,  ejus  variationem  SV 
investigare., 

S  0  1  u  t  i  0. 

■ 

r 

Ut  in  ezpressione  V  species  difrerentialium  tollantur ,  pona- 
mus  ut  hactenus  fecimus 
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P  —    <di>'   F   =  ^a^>' 

etc. 

quarum  fonnularum  variationes  a  variatione  ipsius  z  oriundas  ita 
definimus,  ut  posita  evidentiae  gratia  ista  variatione  5z  m  o) ,  quam 
ut  functionem  quamcunque  binarum  variabilium  a?  et  t/  spectari 
oportet  ,     sit 

etc. 

Illis  autem  factis  substitutionibus  expressio  proposita  V  fiet  functio 
harutn  quantitatum  x,  y,  z,  p^  p\  <!■,  <ft  <^^',  "",  r',  r^^,  r^^\  etc. 
Ejus  ergo  difFerentiale  talem  induet  formam 

av  —  is^dx  4-  May  +  Naz  4-  p  a;>  -4-  Q  a^  +  R  ar 

_j.  Ydp'-k-  Q'  a^'  -h  R'  a^ 

etc. 

Quoniam  nunc  formula  V  eatenus  tantum  variationem  recipit ,  qua- 
tenus  quantitates,  ex  quibus  componitur,  variantur,  binae  autem  x 
et  y  immunes  statuuntur,  ejus  variatio  quam  quaerimus  erit 

SV   =  N5z   -f.  P5;;    -f-  Q  §7      -4-  R    5r 

-j_  ^'i^  j^  (^M  •+-  J^^  ^^ 

4-   Q''/^/''  -f-  R^'  Jr^'' 

etc. 
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ac    sl   loco    variationis    iz   scribamus  o) ,    habebjmu&   Yariationes  in- 
ventas  substituendo 

5V  =  N«  -f.  P  (|^)  -h  Q   (^)    +  R   (f;;^) 


3«v       •       ^/     .33wv       I      n/    ,**«^ 


^  <f3>  -+-  ^'  <^P  +  ^'  <*^a>'        • 
+  Q^  (|?)   +  ^'^  €^*> 

etc. 

cujus    formatio ,    si    forte    etiam   difTerentialia    altiorum    graduum   Ijh 
grediantur,  per  se  est  manifesta. 

C  o  r  0  1 1  a  r  i  u  m      1 . 

165.  Cum  (0  spectetur  ut  functio  binarum  varrabilium  x 
et  y,  singularum  partium  ,  quae  variationem  5V  constituunt,  signifiL- 
catus  est  determihatus ,  atque  haec  variatio  perfecte  defitaila  est 
censenda. 

C  or  0  1 1  a  r  lu  m     2; 

166.  Quomodocunque  autem  ejcpresslo  V  difierentialibus 
sit  xeferta  j  quandoquidem  valorem  certum  indicare  esi  censenda , 
substitutionibus  adhibitis  semper  a  specie  differentialium  liberari 
debet 

Corollarium      3. 

F^.  C.  iB7.     Si   nostrae   tres   variabiles^  ad   superficiem   referantur, 

ut  sint  ejus  eoordinatae  AX  zn  x^  XY  —  y,  YZ'  rz  z,  sola  ordinata 

YZznz  ubique    incrementum   infinite  parvum  ZzznhzziZi^    acci- 

pere    inteliigitur ,    ita    ut   puncta  z.  cadant   in    aiiam  superficiem  ab 

"  illa  infinite  parum  discrepantem. 
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S  c  ho  1  i  on. 

158.  Dubio  kic  occurri  debet  inde  oriundo,  quod  quanti* 
tatem  z  ut  functionem  binarum  x  tX  y  spectandam  esse  diximus : 
quoniam  enim  ipsis  x  ti  y  nullas  variationes  tribuimus ,  si  in  ex- 
pressione  V  loco  z  ejus  valor  in  o:  et  ^  substitueretur ,  ea  ipsa 
in  meram  fttnctionem  ipsarum  x  tX  y  abiret ,  neque  propterea  ul* 
lam  variationeih  esset  receptura.  Verum  notandum  est ,  tametsi  z 
ut  functia  ipsarum  rr  et  y  consideratur,  eam  tamen  pierumque  esse 
incognitam ,  quando  scilicet  ejus  naturam  demum  ex  conditione  va- 
riationis  erui  oportet ;  sin  autem  jam  ab  initio  esset  data ,  tamen 
dum  variatio  quaeritur^  functionem  hanc  z  quasi  incognitam  spectari 
convenit,  minimeque  ejus  loco  valorem  per  :r  et  y  expressum  sub- 
stitui  licet ,  antequam  variatio ,  quippe  quae  a  sola  z  pendet ,  pe-^ 
nitus  fuerit  explorata. 
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D  E 

VARIATIONE    FORMULARUM    INTEGRALIUM     TRES 

VARIABILES     INVOLVENTIUM ,    QUARUM    UJVA 

UT    FUNCTIO    BINARUM    RELIQUARUM 

SPECTATUR. 


Problema      19- 

159. 

Formurarum  intcgralium  huc  pertinentium  naturam  evolvere,   ac  ra- 
tioncm  qua  earum  variationes  invcstigari  conveniat^  explicare. 

8  0  I  u  t  i  o. 

Cum  tres  habeantur  variabiles  x,  y  ct  z,  quarum  una  z  ut 
functio  binarum  reliquarum  x  tt  y  est  spectanda  ,  etiamsi  in  ipsa 
variationis  investigatione  ratio  hujus  functionis  pro  incognita  baberi 
debet ,  formulae  integrales  quae  in  hoc  calculi  genere  occurrunt , 
plurimuin  discrepant  ab  iis,  quae  circa  binas  tantum  variabiles  pro- 
poni  solent  Quemadmodum  enim  talis  forma  integralis  f^dx^  ubi 
V  duas  variabiles  x  ti  y  implicare  censetur,  quarum  y  b\>  x  pen* 
dere  concipitur,  quasi  summa  omnium  valorum  elementarium  Vd:r 
per  omnes  valores  ipsius  x  collectorum  considerari  potest  ;  ita 
quando  tres  variabiles  a;,  y  et  s  habentur,  quarum  haec  iz  a  bi- 
nis  X  tt  y  simul  pendere  concipitur,  integralia  huc  pertinentia  col* 
lectionem    omnium   elementorum    ad    omnes  valores   tam  ipsius   x. 
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quam  ipsius  y  relatorum  involvunt ,  ideoque  duplicem  integrationem 
alteram'  per  omnes  valor&a  ipsius  x ,  alteram  vero  ipsius  y  ele^- 
menta  congregantem  requirunt.  £x  quo  hujusmodi  integralia  tali 
forma  f/^dx^y  contineri  debent,  qua  sciticet  duplex  integratio  in- 
nuatur  ;  cujus  evolutio  ita  iastitui  solet ,  ut  primo  altera  variabilis 
y  m  constans  spectetur,  ct  formulae  /Ydx  valor  per  terminos  in- 
tegrationis  extensus  quaeratur ;  in  quo  cum  jam  x  obtineat  valo* 
rem  vel  datum  vel  ab  y  pendentem,  hoc  integrale  /Ydx  in  functio- 
nem  ipsius  y  tantum  abibit ,  qua  in  d^  ducta  superest  nt  integrale 
f^yjy^x  investigetur ,  quae  ergo  iovm?k  fdyfd^^x  hoc  modo 
tractata  illi  ff^dx^  aequivalere  est  censenda.  Ac  si  ordine  in- 
verso  primo  quantitas  x  constans  accipiatur,  et  integrale  f^dy 
per  terminos  praescriptos  extendatiu* ,  id  deinceps  ut  functio  ipsius 
X  spectari  et  integrale  quaesitum  fdxfY^^y^  iriveniri  poterii.  Per- 
inde  autem  est  utro  raodo  valorem  integralis  formulae  duplicatae 
ffydx^y  utamur. 

Cum.  igitur  in  hoc  genwe  aliae  formulae  integrates  nisi  hu> 
jusmodi  ffYdx  3y  occurrere  nequeant ,  totum  negotium  huc  redit  y 
ut  quemadmodum  hujusmodi  formae  variationem  inveniri  oporteat, 
ostendamus.  Quoniam  •  autem  quantitates  x  et  y  variationis  exper- 
tes  assumimus  y  ex  iis  quae  initio  simt  demonstrata  facile  colligi- 
tur   fore 

ubi  5V   variationem  ipsiua  V    denotat ;    hicque    integratione    pariter 
duplici  est  opus,  prorsus  ut  modo  ante  innuimus. 

Coroliarium      i. 

160.  Si  ponamus  integrale  ffVdxdy  :zzyJV  j  cum  sic 
fdfxYdyznVi,    erit  per  solam  x  differentiando 
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hincque   porro   pcr  y  differentiando  V  z=  (5^^ »    ""^®   patet  inte-  , 
grskle  W  ita  comparatum  esse^  ut  fiat  Wzizig^). 

Corollarium     2. 

161.  Cum  duplex  integratio  sit  instituenda ,  utraqiie  quan* 
utas  arbitraria  introducitur ;  altera  autem  integratio  loco  constantis 
functionem  quamcunque  ipsius  x  quae  sit  X,  altera  autem  fiinctio- 
nem  quamcunque  ipsixjs  y ,  quac  sit  Y  inreliit ,  ita  ut  complettim 
integrale  slt 

f/nxdy  zz:  W  -f-  X  4-  Y. 


•Corollarium     3. 

162.     Hoc   etlam   per   ipsam   reaolutionem   confirmatur,    fit 
enim  primo 

/vay  =  (|^  +  (g) .  ob  (|^)  =  0. 

Tum   vero   fit  VmCg^),    quia   neque   X   neque  j;.  ^^  y  pcndct. 
Quarc  si  fuerlt  (g^)  zzi  V,    erit  integrale  compleium 

/rfdxdy  =  W  ^  X  4-  Y.  • 


S  ch  olion      1. 

163.  Omnino  autem  necessarium  est^  ut  indoles  hujusmodi 
formularum  integralium  duplicatarum  //ydxdy  accmratius  examini 
subjicietur,  quod  commodissime  per  Theoriam  superficierum  prae- 
stari  poterit.  Sint  ergo  ut  hactenus  x  tt  y  binae  coordinatae  or- 
\g.  7.  thogonales  in  basi  assumtae,  AX  ziz  x^  XY  =  y^  cui  in  Y  norma- 
Uter  insistat  tertia  ordinata  YZ  =:  z  ad  superficiem  nsque  porrecta. 
Si  jam  binae  illae  coordinatae  :r  et  ^  suis  differentialibus  crescant 
XX^z=:da?  et  YY^zndyf  inde  basi  oritur  parallelogrammom  ele- 
mentare  YxyY^  zizdxdy  ^    cui  elementum  formulae  integralis  conye- 
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nit  Ita  si  de  soliditate  n  superficie  inclusa  sit  quaestio ,  ejus  ele- 
mentum  erit  znzdx^dy^^  ideoque  tota  soliditas  zz.ffzdx'dy\  si  su* 
perficies  ipsa  quaeratur  ,  posito  dz  zzz  pdx  -f^  p^dy ,  erit  ejus  ele« 
mentum  huic  rectangulo  dx^^y  imminens 


—  dx^y  /  (1    ^  pp  ^  pY), 
ideoque  ipsa  superficies 

=  Jfdxdy  /  (1   -h  pp  -\-  pV)  , 


ex  quo  generatim  intelligitur  ratio  formulae  integralis  duplicatae 
ff  Y  d  xdy.  Quod  si  jam  talis  formulae  valor  quaeratur ,  qui 
dato  spatio  in  basi  veluti  ADYX  respondeat,  primo  sumta  x  con* 
atante  investigetur  integrale  simplex  fV^y ,  ac  tum  ipsi  y  assigne- 
tur  magnitudo  XY  ad  curvam  DY  porrecta,  quae  ex  hujus  curvae 
natura  aequabitur  certae  functioni  ipsius  x.  Sic  igltur  bxfV  dy 
exprimet  formulae  propositae  elementum  rectangulo  XYxXf  —  ydx 
conveniens ,  cujus  integrale  denuo  sumtum  fdxfYdy  et  ex  sola 
variabili  x  constans ,  tandem  dabit  valorem  toti  spatio  ADYX  res- 
pondentem ,  siquidem  utraque  integ^atio  adjectione  constantis  rite 
deteiminetur. 

^chorion      2. 

16  4.  Ita  se  habere  debet  evolutio  hnjusmodi  fomularum 
integralium  duplicatarum,  si  ad  figuram  in  basi  datam  veluti  ADYX 
fuerit  accommodanda ;  sin-  autem  utramque  integrationem  indefinite 
expedice  velimus  ,  ui  primo  sumta  x  constante  quaeramus  integrale 
fYdy\  quod  rectangulo  elementari  XYyX^zny^aj  convenirc  est  in- 
telligendum  ,  siquidem  in  d  o;  ducatur ,  deinde  vero  in  integratione 
Ibrmulae  fdxfY  dy  quantitatem  y  —  X Y  eandem  manere  concipia* 
mus ,  sola  x  pro  variabili  aumta  ,  tum  valor  prodibit  rectangulo 
indefinito    A  P  Y  X  zn  xy  respondens ,    si    quidem   constantes  per 
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utramque  jntegrationem  ingressae  debite  definiantur.  At  si  spatit 
istius  reliqui  termini  praeter  lineas  XY  et  PY  ut  indefiniti  specten* 
tur,  integrale  yyV^a^^j/  recipiet  binas  functiones  X -4- Y  indefini- » 
tas,  illam  ipsius  x^  hanc  vero  ipsius  y.  Quodsi  ergo  ad  calcalnm 
maximorum  et  minimorum  haec  deinceps  accommodare  velimuSf 
quoniam  maximi  minimive  proprietas ,  quae  in  spatium  quodpiam 
datum  ADYX  competere  debet ,  simulquoque  cuivis  spatio  indefinito 
veluti  APYX  conveniat  necesse  est ,  duplicem  illam  integrauonem 
modo   hic   exposito   indefinito   administrari  conveniet. 

Pr  0  bl  e  m  a      20. 

1 65*  Si  V  sit  formula  quaccunque  ex  temis  variabilibus 
^»  y»  2  earumque  differentialibus  composita ,  invenire  variationem 
formulae  integralis  duplicatae  ff^dxdyj  dum  quantitati  z,  quae  ut 
iunctio  binarum  x  et  j/  spectetur,  variationes  quaecunque   tribuuntur. 

S  o  1  u  t  i  o. 
Ad  speciem  difFerentialium  tollendam  statuamus 

,=(iD,  /=(ip=(|£:),  <i"=^i), 

r  =  (|D.  ^  =  ^  =  ^),    K' =  (1$  =  (^S^),  ;--  =  (f), 

ut  V  fiat  functio    quantitatum    finitarum    a>,  y,  z,  p,  p\  9,   9^,  Kj^^y 
r,  r',  r^^^  r"''',  etc.     Tum  ponatur  ejus  differentiale 

3V  z=.  L3.r  -}-  Hidy  +  N9z -^Vdp  -^Q,  dq    ■♦•  R    dr 

etc. 
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ex  quo  cujn  simul  ejus  variatio  Sv  innotescat,  ex  problemate  prae- 
cedente  coUigitur  variatio  quaesita 

NSz  -»-  P  5p  h-  Q  5^    +  R    5r  -+  etc. ' 
"  ^  P' V  H-  Q'  5/  ^  R^  5r' 

etc. 

Qubdai  jam  uti  \.  15  4.  fecimus ,  ponamus  vari^tionem  Sz  zn  d), 
quam  ut  functionem  quamcunque  binarum  variabilium  x  tXjy  spec- 
tare  licet ,    indidem  istam  variationem  concludimus  fore 

^ffSdxdy-ffdxdy  V  ^Q^y^^y^K^ycLx-.)  ■■' 


etc. 


CoroUarium      1. 


166.     Si  ergo    utriusque    functionis    z   et   ozrzo}    indoles, 

seu  ratio  compositionis  ex  binis  yariabilibus  x  ct  y  esset  data,  tum 

^     per   praecepta    ante   exposita   variatio  formulae    integralis  duplicatae 

/yydxdy  assignari  posset ;    quomodocunque  quantitas  V  ex  variabi- 

libus  Xj  y,  z  earumque  differentialibus  fuerit  conflata. 

C  0  r  0  1 1  ari  um     2. 

1^7.  Totum  scilicet  negotium  redibit  ad  evolutionem  for* 
mulae  integraiis  duplicatae  inventae,  quae  cum  pluribus  constet 
partibus ,  singulas  partes  per  dupiicem  integrationem ,  uti  ante  ex- 
plicatum  ,    tractari  conveniet. 

Vol.   IIL  61 


484  CAPUT     m 

ac  postremo  membro  simlliter  reducto  ,    fit 

//Qdxdy  (|^)  z=i  /Qdy  (f|)  -  /a,ay  (||)  h-  f/oiBxdy  (|g). 
Per  eandem  substiiutionem  habebimus  (^^)  =:  (|^) ,    hincque 
/yQ^da^ay  O  =:/Q' aa:  (|^) -/y  aa9y  (||)  (f),    seu 

/ywidy  O  =/Q^d:r  (||)  -ya,ay  (|^W//(oaa;ay  (ig) . 

quae  forma  ob 

^rQ'  dv  0  =  Q'(0  —  /(oda:  (l?!)  , 

abit  in  hanc 

/VQ^d.rdy  (|g)  =  Q'a)  -  /i^dx  i^^)  -^//t^dxdy  (gg)  , 

-/«aycg) 

tum  vero  pro  tertia  forma  hujus  ordinis  nanciscimur 

//Qf^dxdy  (|^)  z=z/Qf'dx  (|^)  —yo,  dx  (^)  H-//a,aa:dy  (^'). 
Porro  ob  (dp)  =  (a^)»    manentc  t;=:(^^,    fiet 

yrRDa'Dy(|^)=/Ray(||)--/,;ay(||)+//„a:^dy(|iR)    et 

//«'5.''^!/  (ST.>  =/«^  ^f^  —//t^xby  (0)  , 
ita  ut  sit 

/rUxdy  ^^,y  =  /Kdy  (f^)  -/dy  (||)  (|^  4-  /«3^  (^> 

— //a)da:ay(|3). 
Deindc  ob  i^^)  =  ^) ,    crit 

.//R  ''">»'^  <5^)  =  R'*'  -/vdx  (|?:)  -f.//t;d:ray  (||g> 

-/tdy(^'), 

€t   quia  hic 
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concludimus  fore 

//R^aras,  O^  =  R'(||)  _  /(||)  3x  (f )  +  /0,38, 0 

Tandem  permutandis  x  et  y  hinc  colligimus 

-/(|5)a^(^^)-/>a^ay(IS')  « 

.    — //(oaa-ayC^^). 
Quos  valores  si  substituamus ,    reperimus 


^ffVdxdy  - //(adxdy 


V  Qy3    ) 

-f-/Pwdy       -^/Qay(|-|)~/way(|-^)-^-Q'aj 

H-/P'(«)da^         -  /0)  aa:  (fj)  -/«3^  (^^) 

-^ /Q^^aa:  (|-^) -/<oa:r  (^*) 

H-/Rd2/  (|^^  ^R/(f^)-/(g)aa:(||')  -y(|)ay  (|^") -.-/R- d^  d^) 
-/<F:)aj^(^^-R%^-/<ISa2/(|y>-/<g>^-<^>->^i-P^"(^') 

C  or  o  1 1  a  riu  m      1. 
170..     Hujua   ejxpr^ssionis    pars    prima    satis    est    perspicua. 
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reliquae  vero  partes  commode   ita  disponi  possunt ,    ut  earum  ratio 
comprehendatur 

Mtj  <     -  ( a7>  -^  (a^>  etc.  ^  -<-  /wd^  ^     -  (lJ>  -^  (aid^>  «*<'• 


-^/^dic>^y  \        ,aR'.      ^  ■+-Ad^yax 


/  (^)  9y  (R  -  etc.)  -H  /(^)  aa:  (R^''  -  etc.) 

-+-  (f^)  (R"  —  etc.) 
-^- (|^)  (R'' -  etc.) . 

Corollarium     2. 

171.  Hic  levi  attentione  adhibita  mox  patebit,  quomodo 
istae  partes  ulterius.  continuari  debeant,  si  forte  quantitas  V  diffe- 
rentiaiia  altiorum  graduum  complectatur. 

Corollarium     3. 

•172.  In  harum  formularum  integralium  aliis ,  quae  diffe- 
rentiali  dy  sunt  affectae,  quantitas  x  constans  sumitur,  cui  tribui- 
tur  valor  termino  integrationis  conveniens  ;  aliis  vero  quae  diffe* 
rentiali  dx  sunt  affectae,  y  est  constans  et  termino  integrationis 
aequalis,  unde  patet  in  terminis  integrationum  tam  x  quam  y  re- 
cipere  valorem  constantem. 

S  c  h  o  1  i  o  n. 

173.     Haec  ergo  yariationis  formule  ad  eum  casum  est  ac- 

commodata,    quo  utriusque  integrationis  termini   tribuunt  tam  ipsi  x 

quam    ipsi    y    valores    constantes.     Yeluti    si    de    superficie    fuerit 

Fig.  7.   quaestio  ,    formula  integralis  yy^Vdo? 3 y   ad.  rectangulum  APYX  in 
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basi  assumtum  est  referenda ;  ejusque  valor  ita  definiri  debet ,  ut 
sumtis  a:iii  0  et  y  nz  0,  qui  sunt  valoreS' init?ales,  cvanescat,  quo 
facto  statui  oportet  x  zn  AX  et  ^  =:  AP,  qui  sunt  valores  finales  ; 
atque  ad  eandem  legem  ipsa  variatio  inventa  e^  ezpediem^da.  Quod« 
si  jam  ca  quaeratur  superficies ,  hi  qtia  ibrtntihie  f fydx^dy  ^iot: 
modo  definitae  valor  fiat  maximus  vel.  minimus,  anfe  omilia  necesse 
est,  ut  pars  variationis  prima  duplicem  integrationem  involvens  ad 
nihilum  redigatur,  quomodocunque  variatio  ^zzzza^  acciplatur,  unde 
haec  njascetur  aequajtio 

^  —  N  —  (;-J  -f-  (y^)  —    (a^)    +  etc. 

.    /a3o\ .  ^  /^^\ 

"^   \Ty^)  \dxdy^ 

qua  natura  superficiei  hac  indole  praeditae  exprimetur.  Constan- 
tes  autem  per  duplicem  integrationem  ingressae  ita  determinari  de- 
bent,  ut  reliquis  variationis  partibus  satisfiat. 

>  •  * 

S  c  b  o  I  i  o  n      3. 

l74.  Quo  haec  investigatio  in  se  maxime  Bbstrusa  exem- 
plo  illustietur  ,  ponamus  cjusmbdi  superficiem  investigari  debere, 
quae  inter  omnes  alias  eandem  soliditatem  includentes  tit  minima. 
Hunc  in  finem  efiiciendum  est  ut   haec  formula  integralis  duplicata 

ffdxdy  [z  ^  ay  Ci   -H  PP  -h  P^P")]^ 

maximum  minimumve  evadat,      Cum  ergo  sit 

V  —  z  +  a|/(l   +AJp  +  pV)»    erit 
Lzz:0,M=:0,N=il, 


atque 


g  P  ^A    p/  g  »^        ■  ^ 
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ideoque 

av  =:  Ndz   -f-  Pdp  +  ?'dp\ 
existente 

dz  •==!  pdx  +  p^dy. 
Quare  superficiei  quaesitae  natura  hac  aequatione  exprimetur 


N  -  (H)  -  ('^)  =  0  ,    seu   1  =^(||)  -f-(l^). 


Est  vero 


ubi  notetur  esse  (§f)  — (g^-     E*  V^^   ^^^  obtinetur  aequatio 

quam  autem  quomodo  tractari  oporteat ,    haud  patet ,   etiamsi  facile 
perspiciatur  ,  in  ea  aequationem  pro  superficie  spbaerica 

zz  zzz  cc  —   XX  —  yy  j 
qmn  etiam  cylindrica  zzz^cc  —  yy  contineri. 


SUPPLEMENTUM 

CONTINEJVS 

EVOLUTIONEM  CASUUM  SINGULARIUM 

CIRCA   INTEGRATIONEM 

AEQUATIONUM 
DIFFERENTIALIUM. 
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•^^«« 


EVOLUTIO 

CASUUM    PRORSUS    SINGULARIUM    CIRCA    INTEGRATIONEM 

AEQUATIONUM  DIFFERENTIALIUM. 


1. 

Cum  adhuc  plurimae  atque  inter  se  maxime  diacrepantes  methodi  sint 

in  medium  allatae ,  aequationes  differentiales  integrandi,  quaestio  exo- 
ritur  summi  saAe  momenti,  an  non  unica  detur  eaque  aequabilis  me« 
thodus,  cujus  ope  omnes  iltae  diversae  aequationes  differentiales,  quas 
ctiamnum  resolvere  licuit,  integrari  queant?  nullum  enim  est  dubium 
quin  inventio  talis  methodi  maxima  incrementa  in  universam  Analysin 
esset  allatura.  Fluribus  Geometris  quidem  separatio  binarum  variabilium 
hujusmodi  methodum  suppeditare  est  visa,  cum  omnes  aequationum  dif* 
ferentialium  integrationes  vel  hac  ratione  sint  integratae,  vel  co  facile 
possint  revocari.  Praeterquam  autem  quod  haec  methodus  substi* 
tutionibus  absolvitur,  quae  plerumque  non  minorem  sagacitatem  po* 
stulant ,  quam  id  ipsum  quod  quaeritur ,  ac  nonnunquam  soli  casui 
dcberi  videntur ,  haec.methodus  etiam  neutiquam  extenditur  ad  ae* 
quationes  diffcrentiales  secundi  altiorumque  graduum ;  et  qui  tales 
aequationes  adhuc  tractaverunt ,  longe  alia  artificia  in  subsidium 
vocare  sunt  coacti.  Quamobrem  separationem  variabilium  ncqua- 
quam    tanquam  methodum   uniformem    ac    latissime    patentem  spec- 

62  • 
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I 

tare  licet ,    quae  omnes»  integrationes ,  quae  adhuc  successerunt ,   in 
sc  complectatur. 

2.  Talem  autem  methodum  universalem  jam  pridem  mihi 
equidem  indicasse  vldeor ,  dum  ostendi  proposita  quacunque  aeqoa* 
tione  difFerentiali  slye  primi  sive  altioris  gradus,  semper  dari  ejus- 
modi  quantitatem ,  per  quam  si  aequatio  niultiplicetiir ,  evadat  inte- 
grabilis »  ita  ut  hoc  modo  nulla  plane  substitutione  alibi  anxie 
quaerenda  sit  opus.  Ex  quo  non  dubito ,  hanc  methodum  aequa- 
tiones  diiferentiaies  ope  multiplicationum  ad  mtegrabilitatem  revo- 
candi ,  tanquam  latissime  patentem  atque  naturae  maxime  conve- 
nientcm  pronunciare  ;  cum  nulla  integratio  adhuc  sit  expedita,  quae 
hoc  modo  non  facile  absolvi  possit.  Cum  scilicet  omnis  aequatio 
difFerentialis  primi  gradus  in  hac  forma  P3a:-j-Q3y~0  conti« 
neatur  ^  denotantibus  litteris  P  et  Q  functiones  quascunque  binarum 
variabilium  x  et  y  ^  semper  datur  ejusmodi  multiplicator  M  itidem 
fimctio  qut^edam  ambarum  variabilium  x  ei  y^  ut  facta  multiplica- 
tioiie  haec  forraft  MVdx  -f-  MQJy  fiat  integrabilis ;  cujus  propterea 
integrale  qt*antitati  constanti  arbitrariae  aequatum  exhibebit  aequa- 
tAonem  integraletn.  aequationis  difTerentialis  propositae  Pda:  +  Qd^z=:0, 
cjuae  eaden^  ratio  quoque  in  aequatlonibus  differentialibus  altiomm 
gradttum  locun^  habet.  Yerum  hoc  argumentum  hic  fusiua  expo« 
nere  non  est  animus  ;  sed  potius  praestantiam  hujus  methodi  prae 
separatione  variabilium  etiam  ejusmodi  casibus  quibus  id  minime 
videatur,  siipulque  summan^  ejus  utilitatem  hic  declarare  constitui. 

3.  Quoties  9cilicet  in  aequatione  difTerentiali  variabiles  x 
et  y  jam  sunt  separatae ,  totum  negotium  vulgo  ut  Jam  confectum 
spectari  solet,  quandoquidem  hujus  aequationis 

Xdx  +  Ydy  ;;=  0, 
ubi  X    denotat    functionem    solius    a;    et   Y    solius  y^    integrale    in 
promtu  est 


'    AEQUATIONUM  DIFFERENTIALIUM.  4^3 

fXdx  -+-  fYdy  z=  Const. 

Interlm  Umen  sacpenumero  usu  yenire  potest,  ut  hoc  pacto  neuti- 
quam  forma  integralis  simplicissima  obtineatur ,  vel  ea  demum  per 
plures  ambages  inde  derivari  debeat.     Veluti  ex  hac  aequatione 

dx     ,     dy  


^  y 

primo  elicitur  integrale  logarithmicum 

Ix  ^  ly  zzi  la  ^ 

unde   quidem    statim   se    prodit    algebraicum  xy  ziz  a.     Verum   ex 
hac  forma 


-  n:  0  , 

aa  -+-  XX      ^     aa  -+*  yy  ^ 

integratio  eolita  praebet 

Ang.  tang.  x  -4-  Ang.  tang.  y  zn  Const. 

unde  non  tam  facile  forma  integralis  algebraica  ^*  Zl  xy  —  ^  ^^* 
ducitur.     Ac  proposita  hac  forma 

dx  ,  dy Q 

•  (a  4-  p*  +  7«ap)    '^  v'  («  4-  Pjx  H-  yyy)  "  * 

in  genere  ne  patet  quidem,  utrum  utraque  pars  integralis  arcu  cir- 
colari  an  logarithmo  exprimatur.  Interim  tamen  ejus  integrale  ita 
algebraice  exhiberi  potest 

CC(a:  ^yf  ^2 yCxy  -4-  (3C  (o:  -4-  j/)  h-  2aC  ^  ifi^  —  ay  m  0, 

quae  certe  forma  simplicissima  nonnisi  per  plnres  ambages  ex  in- 
tegrali  transcendente  deriyatur. 

4.  His  quidem  casibns  perspicitur ,  quomodo  reductionem 
ad  formam  aigebraicam  institui  oporteat ,  sed  ante  aliquot  annos 
ejuamodi  integrationes  protuli ,  in  quibus  ne  boc  quidem  uUo  modo 
praestari  potest.     Veluti  si  proposita  sit  haec  aequatio 
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integrationcm  neque  per  logarithmQ$  neque  arcus  eirculares  expe* 
dire  iicet ,  ut  inde  deinceps  simili  ratione  aequatio  algebraica  coU 
ligi  posset :  interim  tamen  ostendi  hujus  intefrale  idque  adeo  com« 
pletum  hdo  modo  algebraice  exprimi 

0  zr  2C  -*-  (CC  —  1)  (xx  -4-  yy)  —  2  (1  ^-  CC)  xy-^^  Cxxyy, 

ubi  C  denotat  constantem  f)er  integrationem  ingressam.  Quin  ctiam 
hujus  aequationis  muko  latius  patentis 


V^  (a  -+-  2p*  -t-  yxx  -f-  2*«» 

integrale  completum  est 


•) 


y  («4-  2P>-+-7y>  H-2^>  -+-«:'^) 


0=:2aC  ^  f3|3— aY-+-2((3C— a5(a:H-y)4-(CC— (t£)(xa?-*.yy)) 
h-2(yC  — CC—oe  — |35)a:y.+.2(5C~pe)xy(a:H-y) 
-+-  (2eC  -f-  55  —  ye)  xxyy , 

denotante  C  item  constantem  quantitatcm  arbitrttriam  per  integra* 
tionem  inventam.  His  igitur  casibus  perspicuum  est  separationem 
variabilium,  qua  aequationes  differentiales  sunt  praeditae,  nihil  plane 
juvare  ad  integralia  earum  forma  algebtaica  contenta  eruenda ,  ex 
quo  merito  ejusmodi  methodus  desideratur,  cujns  beneficio  haec  in* 
tegralia  statim  ex  aequationibus  differentialibus  investigari  potuinent, 
in  quo  negotio  certe  omnes  ingenii  yires  tentasse  non  pigebit. 


5.  ObseryaYi  igitur  hunc  scopum  ope  multiplicatorum  ido* 
neorum  obtineri  posse ,  quibus  aequationes  differentiales  roultipliea- 
tae  ita  integrabiles  evadant ,  x  ut  integralia  statim  algebraice  ex* 
pressa    prodeast.     Quod     quo    clarius    perspiciatur    ab    aequatione 

primum   proposita   -^  H-  «~  rz  0    exordiar ,    quae   per  xy  multipU- 

cata  statim  praebet  ydx-^xdyizC.  Hoc  ergo  modo  sublata  sepa- 
ratione  aequatio  in  aliam  transformatur,  quae  integrationem  admitcit, 
ex    quo    intelligitur    methodum     ope    multiplieatorum    integrandi    id 
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praestare ,  quod  a  separatione  Tariabiliam  immediate  ezspectari  ne* 

cpieat.     Idem    eTenit    in    aeqnatione    -j-  +  — ^  m  0  ,    qnae    pcr 

x^t/^  mnltiplicata  integrale  praebet  a?*^y*  zn  C  ,  dmn  ex  ipsa  ae- 
quatione  proposita  statim  ad  iogaritbmos  fuisset  penrentum.  Simili 
modo  81  haec  aequatio  separata 

3« i^      ?y^  —  A 


muitiplicetur  in  (*  "^'^'^^^.Ct'  ^^^^    aequatio  resultans 


a^  (1  >4-  yy)  -4-  ay  (i  -f-  xx)  

integrationem  jam  sponte  admittit,    praebetque  integrata 

~^r!"^^  =  Const.  seu  —^-^  =  a. 
Hanc  Tero  aequationem 


1  -ir  XX       •       i-TT» 

multiplicari  couTenit  in   \l^l!,  J^ —'i^  »    ^^  prodeat 


(a*>  -f-  XX  —  !;•  —   V  » 


cujus  integrale  reperitur 

ZiZ^Z".  =  C»n«.  ...  H^t^^  =  a. 

6.  Contra  haec  exempla ,  quibus  integralia  algebraica  sine 
subsidio  separationis  sunc  eruta,  objicietur,  multipiicatores  negotium 
hoc  conficientes  ex  ipsis  integralibus  illis  transcendentibus,  ad  quae 
separatio  Tariabilium  immediate  perducit  esse  conclusos  «  iisque  ad« 
eo  praestantiam  methodi  per  multiplicatores  procedentis  neutiquam 
probari.  Cui  quidem  objectioni  primum  respondeo,  priora  exem- 
pla  statim  ab  iuTentis  integrationis  principiis  simili  modo  fuisse  ex* 
pedita,    antequam  integratio   per   logarithmos  erat  explorata^    quae 
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ergo  nuUum  aubaidhim  eo  attalisse  cst  eentcpihk  Tte  vero  qiiiiit* 
Tis  concedam ,  in  poscertoribus.  exemplit  iateg^ationem  per  areua 
circulares  multipUcatores  illos  idoneos  commode  suppeditasse,.  id  ta* 
men  in  ipsa  evolutione  minus  cemitur  ^  eademque  integratio  ^ne 
dubio    inveniri    potuisset ,    antequam    constaret    formulae   —^ —   ^^* 

grale  esse  arcum  circuli  tangenti  x  respondentem.  Verum  aequa- 
tio   supra   allata 


V  (1  -f-  :!c*)      »^    •  (1  +  >*) 

cujus  integrale  conipletum  algebraice  exhibere  iicet,  nulli  amplius 
dubio  locum  relinquit ,  cura  enim  neutrius  partis  integrale  ne  con- 
ccssis  quidem  logarithmis  vel  arcubus  circularibus  exhiberi  possit, 
cjusque  forma  ad  genus  quantitatum  transcendendum  etiamnum  in- 
cognitum  sit  rcferenda,  haec  certe  nullum  auxilium  ad  integrale  al- 
gebraicuni  inveninndum  attulisse  censeri  potest.  Atque  hoc  multo 
magis  de  aequatione  illa  latius  patente  in  §..  4^  proposita  est  te- 
nendum ,  quippe  cujus  integratio  omnino  singularis'  ex  principiis 
longe  diversissimis  a  me  est  eruta. 

7.  Methodus  autem ,  qua  tum  sum  usus ,  tantopere  est 
abscondita ,  ut  vix  ulla  via  ad  eadem  integralia  perduceiis  patere 
videatur ,  et  cum  separatio  variabilium  nihil  plane  eo  contulisset, 
vix  etiam  quicquam  ab  altera  methodo  ad  muItipUcatores  adstricta 
sperari  posse  videbatur,  propterea«quod  tum  ipse  adhuc  in  ea  opi- 
nione  rersabar ,  per  multiplicatores  nifait  praestari'  posse ,  nisi  qua- 
tenus  separatio  yariabilium  eodem  mamiducat;  qnaiKloqaidem  qnae* 
stio  differentialia  tantura  primi  gradmi  implicaret.  Deinoepa  autem 
re  diligentius  considerata  perspexi,  qnoties  aequationis  cnjusqne  dif* 
ferentialia  integrale  completum  exhibere  licet,  ex  eo  viciwim  sem** 
per  ejusmodi  mQltipIicatorem  elici  posse,  per  qnem  si  aequatio  dif* 
ferentialis  nroltiplicetar  ,  non  solum  fiat  integrabilis ,  sed  etiam  inte- 
grata  id  ipsum  integraloi  quod  jtm  erat  oognitmn,  reproducere  de- 
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beat ;  ad  hoc  antem  omnino  necesse  est  ut  integrale  completiim 
sit  exploratum ,  dum  ex  integralibus  particularibus  nihil  plane  pro 
hoc  scopo  concludere  licet  Si  enim  proposita  sit  aequatio  dif« 
ferentians 

Vdx  -4-  Q3y  1=:  0  , 

cujus  integrale  completum ,  undecunque  sit  cognitum ,  constabit  id 
aequatione ,  quae  praeter  binas  variabiles  x  ti  y  et  quantitates 
constantes  in  ipsa  aequatione  differentiali  contentas  insuper  quanti« 
tatem  constantem  noram  prorsus  ab  arbitrio  nostro  pendentem 
complectetur.  Quae  si  littera  C  indicetur,  eruatur  ejus  valor  ex 
aequatione  integrali ,  ac  reperiatur  C  in  V ,  eritque  V  certa  quae- 
dam  functio  ipsarum  x  ti  y\  tum  autem  hac  aequatione  difTeren- 
tiata  0  =  dV ,  differentiale  dV  necessario  ita  formulam  differentia- 
lem  Vdx  -f-  Qjdy  cbntinere  debet ,    ut  sit 

av  =  M  iVdx  4-  Q9i/)  , 

ex  qua  forma  multiplicator  M  ^  ad  hoc  integrale  C  zz:  V  perdu- 
cens ,    sponte  se  offert 

8.     Quo  haec  operatio    aliquot  exemplis  illustretur,    sumatur 
primo  haec  aequatio 

itt3*      \      ndy   ^^ 


cujus   integrale   completum   cum   sit  x^y^  =  C ,    instituta   differen* 
tiatione  prodit 

0   ~  mx^'^^  y^dx  4-  nx^y^  —  *^>    seu 
unde  patet,  multiplicatorem  ad  hoc  integrale  ducentem  esse  x^y\ 


Deinde  cum  faujus  aequattonis 
5*         •         ^y       —   A 


1  H-  XX     ■     i  -h  yy 
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integrale  completum  sit 

i    ^    xy  =z  C(x  -^  y), 

valor   constantis    arbltrariae    hinc   fit  C  rzr    ~~*^ ,    cujus   diflTerentia- 
tio  praebet 

n    —  ax  (1  -+-  yy)  —  dy  {i  -h  xx) 

Q    (^HhjcxKl -f-Jj7)    r— ^ -4-        ^>      ^ 

(x  -}-  3^)'"  ^l  -f-  x«       '       1  -i-  >^^  ' 

unde   multiplicator  quaesitus  est    —   ^^ ;     V   ^a     —  • 


(«  +  >)^ 


Proposita   porro   sit  haec   aequatio 

dx  ,  dy 


•  (a  4-  2Pjc  4-  7x«)    "^    /  (a  -4-  «P^  -h  7»)    ° 


'    cujus  integrale  completum 

CC  (X  —  yf  —  2C  (a  -+-  f3a;  -4-  ^y  -^  ya:y)  -i-  ^/3  — •  ay  zz:  0 
dat  primo 

C  _  H-^-^p(^H-y)^V:ry^|/[aa-h2a^(a:-.y):a|^^^^^^  , 

(00    -   yf 

seu 

-f-  a-f-  |3(a?  H- 1/)  -+-  Y^ry  +-  |/(a  -^2^x->t-yxx)  (a  -*-  2(3y  ^yyy) 

(a;   —   yf 
vel  concinnius 

pp  — a-y  __ 


+  a  -t-  p  (a?  -4-  y)  -f  Ya?y 

/  (a  -|-  2pa:  -|-  yxa?)  (a  -i-  2py  -f-  yyy^. 


unde  difTerentiando  fit 

0  =  -t-  da:  (|3  -h  yy^  -\-dy  (|3  -f- ya?) 


.     axCP-f^x^VCa  +  gp^  +  V») .  ,    dyi^+yy^Via  +  ^^x  +  yxx-i 


V  (a+s^x+yxx)  "^"  V(a  +  2^y+yyyj 

hincque  coUigitur  multiplicator  quaesitus 
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M  =  (f3  4-  Ya?)  /  (a  -H  2f3y  +  yyy) 

(|3  -f-  yy^  >/  (a  4-  2|2fcr  -+-  yxx). 


9.      Simili  modo  pro   aequatione  magis  complexa 

g^ I    ,^ i> n 

y(a  +  2Px  +  7«x  4-  ^d^x»  +  £x4)  ~  T^(a  +  2pjy  +  7^jy  +  26>^  +  £>♦)  ' 

ex  ejus  integrali  completo  supra  exhibito  multiplicator  idoneus  M 
investigari  poterit ,  ex  quo  si  statim  fuisset  cognitus,  idem  hoc  in* 
tegrale  immediate  elici  potuisset.  Yerum  hic  opus  multo  majus 
molior ,  quod  autem  primo  conatu  neutiquam  ad  finem  perducere 
licebit ;  ex  quo  satis  mihi  equidem  praestitisse  videbor ,  si  saltem 
primo  quasi  lineamenta  novae  atque  maxime  desiderandae  methodi 
adumbravero ,  cujus  ope  ,  proposita  hujusmodi  aequatione  diiferen- 
tiali,  multiplicator  idoneus  eam  reddens  integrabilem  inveniri  queat. 
Ac  primo  quidem  in  hoc  negotio  plurimum  observasse  jurabit ,  si 
unicus  hujusmodi  multiplicator  innotuerit,  ex  eo  facile  infinitos  alios 
idem  officium  praestantes  erui  posse.  Quodsi  enim  multiplicator  M 
aequationem  difTerentialem 

Vdx  +  Qldy  =1  0 

integrabilem  reddat,  ita  ut  sit 

0M  (Pdx  +  Qdy)  =  V, 

ideoque  aequatio  integralis   V  =  C  ,  quoniani  formula 

av  =  M  (?dx   H-  Qdy) 

per  functionem  quamcunque  quantitatis  V  multlplicata  perinde  ma- 
net  integrabilis ,  perspicuum  est  hanc  formam  Mf:V,  quaecunque 
functio  ipsius  V  pro  f:V  accipiatur,  semper  multiplicatorem  ido- 
neum  praebere ,    cum  sit 

0?dx  +  Qdy)  Mf :  V  z=z  dVf :  V  , 

ideoque  integrabile.  Inter  infinitos  igitur  hos  multiplicatores  ido- 
neos  quovis  casu  eum  eligi  conveniet ,  qui  negotium  facillime  con- 
ficiat ,    et  integrale    si  fuerit  algebraicum    forma   simplicissima   exhi- 
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beat.  Etiamsi  enim  integrale  revera  sit  algebraicum ,  omnino  fieri 
potest ,  ut  id  ne  auspicari  quidem  liceat ,  nisi  multiplicator  idoneus 
in  ^sum  vocetur ,  quemadmodum  superiora  exempla  abunde  de- 
clarant. 

10..     Sit  ergo  aequatio  differentialis  proposita  hujus   formae 

in  qua  X  sit  functio  :r  et  Y  solius  y  ;  atque  investigari  oporteat 
ejusmodi  multiplicatorem  M  ,  quo  iUa  aequatio  algebraiee  integrabi- 
lis  reddatur ,  siquidem  fieri  potest :  quod  cum  raro  eyeniat ,  Ticis- 
sim  assumta  muhiplicatoris  forma  M  indagasse  juyabit  functiones  X 
et  Y.      Sit  primo  multiplicator 

M  —   __XY__ 

(a  H-  px  -h  yyY  ' 

ut  integrabilis  esse  debeat  baec  forma 

(a  H-  p*  -^yyY  —     • 
Hinc  sumta  y  constante  colligitur  integrale 


""  *  -f-  A  ;  a? , 


p  ^a  -f-  Px  -h  yy) 

sumta  autem  x  constante  prodit 

'V  (a  H-  Px  •+-  yy) 

quam  ambas  formas  inter  se  aequales  esse  oportet;    unde  fit 

—  YY-HjSyCaH-p^rH-^yy^r^y^z—pX^PYCan-fir-f-Yy^Arar, 
seu 

f3X  —  y Y  =  j3y  (a  -+^  (3a?  ^  yy)  (^  :  a?  —  r :  y)  , 

sicque  patet  functiones  A :  o?  et  T  ly  ita  comparatas  esse  debere, 
ut  eroluto  posteriori  membro  termini ,  qui  simul  x  tt  y  contine- 
rent,  se  mutuo  tollant     £x  quo  intelligitur  fore 

A  :  a:  zr: m(3a? •+•  Const.  et  T  :y  —  myy -h Const 
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Statuamus  ergo 

C^:  X  —  r :  j/  —  m^  +  myy  -4-  n  ,    fietque 

C  m^^x  —  myyyy  h-  n^x     -♦-  nyy     h-  /la 
[3X  —  Y^  in (3y  s  -+'ma^  —  mayy  h-/ 

c  -/ 

unde  coUigimus 

X  zn  Y  (m  |3|3  .ro;  -4-  j3  (ma  -h  n)  a;  H-/-4- 1  /la)  , 
Y  n:  ^(myyyy^  y  (mcL^  n)y  ^  f-^lna^  , 

et  integralis  aequatio  algebraica  ei*it 

mYJ/  -  rnyyyy^yama^n^y^f^ina  _  ^^^^^ 

a  4-  (3a?  -h  ^yy 


seu 

m^yxy  -i-  nyy^-f-^  |  na  rz  C  (a  -f-  |3a;  -+-  yf/)  , 

rel  loco   C  scribendo   C  -)- 1  /i ,    erit  concinnius 

m^yxy  —  |  n|3a;  -+- 1  nyy  —fziz  C  (a  h-  (3a?  h-  yj/). 

1 1 .      Videamus  jam  sub  quibus  conditionibus  haec  forma   ae- 
quationis  generalis  ista   ratione  integrabilis  evadat 

Mx      kdy Q 

Axx  -f-  B»  -f-  C     "^    Dyy  H-  E>  -J-  F    ""• 


Comparatione  ergo  cum  valoribus  inventis  instituta  colligitur 


A  =z  hm^^ , 

B  ziz  h^y  (jna  -4-  n), 

Czzzhy  (f^ina). 


D  —  km^yy , 

E  zi:  Af3v  (ma  —  /i) , 

F=:fcf3(/-Jna). 

Quoniam  hic  totum  negotium  ad  rationes  litterarum  reducitur,  sum- 
tis  pro  primis  aequalitatibua 

P  =  A&    et    Y  ==  D/i, 
concluduntur  reliquae 
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1  Bfc-f-EA  Bk — EA       .     ^ ACkk+Bfhh 

^  ADhhkk  '      ^  2  '      ^  —  2\Dhhkk    ^^   -^  2ADhhkk     ^ 

praeterea  vero   haec   conditio   requiritur ,    ut  sit 

4\C  —  BB       ^        4Dg  —  EE 
M  -^  fefe  ' 

quae   si   habuerit   locum  ,     multiplicator  idoneus  erit 

iXxx  -+-  Ba:  -4-  C)  (Dyy  -+.  Ey  -f-  F) 

■~      hk  li  (BA-  H-  E/i)  ^  AAa:  +  D/ii/f       ' 

et   aequatio  integralis  inde  resultans  erit  per  hk  multiplicando 

(Bfc  —  Kh) X  {Bk-^Kh)y  ACkk-^DFhh 

^  4DA  'T"         4Afe  2AD^ 

—  G  [j  (B&  +  E/i)  +-  kkx  +  DAy] , 
quae   imrautata   constante   arbitraria  G   ad  hanc   formam  revocatur 
(a:  +  ^  —  GD/i)  (j/  +  ^  —  GA*)  zn  GGADM 


+ 


(4AC  —  BB)  fefe  -H(4DF —  EE)M 


8AD^ 


seu 


2Aff  +  B     ,      ^\/2D>-+-E     ,     ^\   ^^      ,     4AC  —  BB     ,      4DF  — EE 

2kk 


C h ^  ^)  \ fe--H"  ^)  _  GG  H 2M—  ■+■ 


12.      En    ergo  Theorema    minime    spernendum ,     etiamsi   ejus 
veritas   ex   aliis  principiis  satis   manifesta  esse  queat. 


Si   haec   aequatio   diflerentialis 

hdx  ,  kdy 


Axx  •+•  Bar  -h  C     ~^    X}yy  -f-  E>  -H  F    '"* 

iia   fuerit  comparata  ,    ut  sit 

4AC  —  BB     4DF  —  EE 

hh  fefe  * 

tum  ejus    integrale    completum    erit    algebraicum ,     atque  hac   aequa- 
tione  expressum 

•2Ax4-Bw2D>'-+-E>v         ^  /2AX+B         2D>-4-Ev  4AC  —  BB    ^    4DF  — 

\—h—)  \ fe— ;  -^  ^  (— A » k )  — m ^  ~  2fefe 
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ubi  G  denotat  constantem  arbitrariam  per  integrationem  invectam 
Hoc  reio  integrale  invenitur  si  aequatio  proposita  ducatuf  in  hunc 
multiplicatorem 

(Axx  -+-  Bo?  ^-  C)  (Dt/y  -{-.  Ey  H-  F) 


f2Ax  -f-  B  2Dy  -f-  E\2 

13.      Quemadmodum  multiplicatori  M  tribuimus   formam 

XY 

(a  H-  |3x  4-  yy)^  ' 

ita   etiam   formis  magis  complicatis   uti   licebit,    quod   quidem   in   ge- 
nere  pi*aestari  nequit.      Evolvamus   autem  multiplicatorem 
^   XY 

(a-f  px  4-  yy  +  Sxyy ' 

ut  haec   aequatio   integrabilis   sit  eHicienda 

Ydx  '+-J^dy_  

(a  -^  Px  H-  7jy  -H  Sxyy    ' 

cujus   integratio   ad   hanc   perducit  aequationem 

O  4-  h)  ( «+  P* + yy  +Sxy )  •+■  *    •  t/  —  (-y-f-ffx)  (,a-f^x+yy+Sxy)  •     » 

quae  transformatur  in  hanc 

ubi  evidens  est ,  statui  debere 

^* -»- »)    ^*    i^  .  -.  —  <y-h* 


"•^   —  7-1- ff*  '^  —   P  -hff> 

ut  nuUi  termini    occurrant    qui    utramque    variabilem  simul   complec- 
tantur  :    hinc  ergo  fit 

X  Y      (a.4-p«)(^x  +  >))        A^         ([«±22lK?±i2  , 

H-/  -/ 

unde  concludimus 

X  =  (a  -^  j3a:)  (^rc  +  ->,)  —  (y  +  5a?)  (Oar-f-/)  , 

Y  =:  ict-hyy}  (<y  4-  d)  —  (^4- ^j/)  Ciy -i-yO , 
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sive  evolvendo 

X  —  cp^  —  5^)  xa;  -»-  (a^  H-  j3>)  —  Vd  —  ¥)  «  -h  a>i  —  yf, 
Y  cz:  (Y^  —  5>,)  yy  _H  (o^  -f.  Y  d  —^vj  —  5/)  y  -♦-  a0  —  ^/, 

et  aequatio   integralis  erit 


7-l-ff«  (7  -^  ff«)  (a  -h  px  -+-  ?>  ■+-  ffx>)    ConSt. 

quae  loco  X  substituto  valore  invento  abit  in  hanc  formam 


ixy^r,y-h«x^f    —    Const 


14.     Transferamus  haec  iterum  ad  formam 

A«x  ■+■  Bx'H-  C       "^    Djyjy  -+-  Ey  -^  »    ' 


ac  fieri   oportet 

A  r=  /i  ((3<  -  5  0)  , 
B^hCct^-^  f3>J— 7d-5/), 
C  ^/^(aTi  —yf), 

Primae  aequationes  praebent 


D:=.kiy^—$yi), 

E  n:  *  (a^  -1-  V^  —  f3>)  —  3/), 


.    P^  A  ye  D 

/1      --  L_i      «^a.      _.  VI  '  »     S.  r.  - 


secundae  vero 

^  a^  Bfe  —  EA  i^    ^_    gA7fc  —  2D?'h 

^    l      ^        2Shk  ^^     ^    Bk  —  EA       ' 

unde   ex   tertiis  colligitur 

.«o^^t^   =  4  (B*  +  Efc)  -   A^. 

Hinc  a  elidendo  fit 

unde  cum  esse  nequeat 

Aky  —  DAj3  m   0  , 
quia  alioquin  fieret   5=0,    et  quantitates    $ ,   >| ,  /  infinitae  ,    tam 
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vero  quod  praecique  est  notandum ,  aequatio  integralit  prodiret 
Const.  =  Const.  quo  ergo  casu  nihil  indicaretur,  necesse  est  ut  sit 

4  (ACkk  -^  mJih)  zr  BBkk  —  EILhh  ,    seu 

4AC  — BB    4DF  — EE  ,     ^    . 

Quod  autem  hic  thaxime  animadverti  meretur ,  est ,  quod  etsi  tres 
litterae  |3,  Y  ^^  ^  manent  indefinitae  ,  aequatio  tamen  integralis  a 
praecedente  nonnisi  quantitate  oonstante  discrepat ;  prodit  enim 

g^Aifc         I >(2Ax  +  Bl4-A(2D>H-E)  p^„^^ 

Bk  —  EA     «"  2(^Aky  —  Vh?)xy+  (Ble  —  EA)  { P*  +  yy)  +  2 (C*P  -  FA» ^^«S^- 

seu 

7>jy(2Ax-f-B)  +  (3fe(Bx  +  2C)--(3Ag(2D3>  +  E)-7A(Ey  +  gF) ^^. 

fc(2Ax^.B)  +  A(2D;.  +  E) —  ^^^^^' 

quae  forma ,  quomodocunque  accipiantur  litterae  |3  et  y ,  semper 
veram  aequationem  integralem  exhibet.  Qnod  cum  minus  sit  per- 
spicuum,  ostendissi  sufficiet,  ambas  partes  (3  et  y  inyolventes  seor- 
sim  sumtas  eandem  relationem  inter  x  tt  y  definire.  Constitutis 
enim  his   duabus   aequationibus 

2Aka:y  +  Bky  -  EAy  -  2rA   —    p^„. 
2 A  fcx +r2D A^ +.  Bfc  +.  EA    ^onsi. 

—  2DAxy  —  EAx-+Bte+-2ap    __    TnnQt 
2Afcx+-2DA>+-iilt+-EA         ^onsi. 

multjplicetur  prior  per   Dh  posterior  per  Ak ,    fietque  summa 

Ak  (Bfc ^ EA)  X  +  DA  (Bie  —  EA)y  -+-  2  ACfcfc  —  8DFAA 

2  Alex +- 2DA> -+ Ble -f- EA  ' 

Bk  — —  "EJk 

cujus  valor  utique  est  constans  rz:  — - — ,  propterea :  quod 

2  ACkk  —  ^  DFAA    Bk  —  Kh 

Bk  —  EA  2  ' 

unde  patet  propositum.  ^ 

15.     Progredior    nunc    ad    formam    aequationum    magis    ar- 
duam ,    quae  sit         . 

Vol.   III.  6  4 


■.■ 


'■  y   . 
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d  X      ,     dy   


VX     ~^    /Y    °  ' 

sitque   mulliplicator   eam  reddens   integra' 

M  =:  ?yX  ^  Q/Y, 

ita  ut  aequatio  integrationem   adh 

cujus    utrumque    membnim    seorsim     inu 
priore  .ergo    erit    (^)  iz:  (g^) ,    posterioris 
2V/XY,  unde  colligitur 

Q=   2X(g)    -+-  V    .    II    et 


av,         ,,      3Y 


P    =   2Y  O   -f-  V 


dy^    "^    '     '    By  ^ 


et  ob  priorem  conditionem 

ex  qua  aequatione ,  si  ioco  V  sumserimus  certam  fuhctionem  ips^i 
rum  X  et  y,  dispiciendum  est,  quomodp  idonei  vaiores  pro  functli 
nibus  X  et  Y  obtineantur. 


16.      Demus  primo  ipsi  V   valorem   constantem   puta   V  — 
ac  pervenimus  ad  hanc  conditionem 

adY  _  aax 

dy^   —  dx^' 
quae  aequalitas  subsistere   nequit ,    nisi  utrumque    membrum   seorsi 
aequetur  quantitati  constanti,  quae  sit  =  2a,  unde  coUigemus 

X  zz:  axx  -f-  ^a;  -f-  c  et  Y  —  ayy  -+-  cly  ^  e  ^ 

hincque  porro 

?zz^=:2ay^  d  et  Q=i^^~2ax -hb, 

unde  aequatio  integralis  completa  colligitur 
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termini  ex  x  et  y  raixti  utrinque  aequales  fieri  non  possent.  Cam 
ergo  ipsae  functiones  X  et  Y  ad  quartum  gradum  sint  ascensu- 
rae  ,    ponamus 

X  zz:  Aar*  H-  2  Ba?'  4-  Cx^  -4-  2  Da;  -H  E    et 
Y  :=  S(y*  4- 2%' -+-gy2  _^  2®y  4-^. 

Facta  jam  substitutione  pro  priori  parte  prodit 

1 2 pfSAar* ■+.  2 4  j3(3 Ba:' -»-  1 2 ^/3 Ca?a? -+-  24pf3Dx-i-  12j3j3E 
—.24 /3(3  A  —  36P/3B  —  12f3f3C  —  12pf3D  —  12af3D 
H-i2|3|3A     --24a|3A      — 36aj3B       —  12a(3C,-+-     2aaC 

-Hl2p^B      -H    2|3|3<:      -+-    4a^C 
-+-24apA       H-24a;3B       -4-12aaB 

-4-  1 2  aa  A 
—  2  4  py  Ax^  y      —36  ^yBy^y    —  1  2  jSy  Ca?y  —  1 2  f3yDi/ 
-+-24j3yA  -h-24f3yB  -+-    4pyC       -t-    4ayC 

H-24ayA  -t-^^ayB 

-♦- 12yy  Aarrpyy -H  12yyBa;yy -+-    2yyCyi/, 

qui  termini  in   ordinem  disponentur 

12 yy Aararyy  -t-  1 2 yyBxyy  -»-  1 2  y  (2  aA  —  ^B)  xxy 

-»-  2yyCyy-+.  8y(3aB-pC)a7y-i-2(6aaA— 6aj3B-+-^^C)xj- 
H-4y  (aC—  3(3D)yH-  4  (3  aaB  —  2  af3C -*- 3  j3jiD)  a; 
-I-  (2  aaC  —  6  af3D  h-  6p/3E) . 

Simili  vero  modo   altera  pars  erit 

1 2pj39ra?a;yyH- 12  f3/3a5a?a:yH-l  2/3(2aa— y23)a:yy-t-  2  f3j36:.rx 
'  -1-  8/3  (3a!©  —  yS)  a:y  -+-  2  (6aaa  —  ^ay»  -»-  yy^)  yy 
•+•  4|3(aS— .  3y©)a;-+-  4  (3  aa©  —  2 a'y€ -+- 3 yyJD)y 
-+-  2  (aaS  —  6  ay$D  -+-  6  yy  g) . 
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1 8.      Coaequentur   nunc    inter    se  termini   homologi    utrinsque 
formae,  et  sequentibus  aequationibus  erit  satisfaciendum 


xaoyy 

xxy 

xyy 

XX 

yy 

xy 

X 

y 
1 


|3f3a:. 


2ayA  — (3yB  z=.    |3j3©, 

VyB^:  2a(39t  —  (3yS3, 
6aaA — 6a^B-f-    (3j3C:z 

yyC:n  6aa]§l  —  6ay23  -4-yy(£, 
3ayP  —  f3yC  =  3ap®  —  (3y^, 
3  aaB  —  2  «^C  -h  3 f3^D  =  a|3€     —  3(3y©  , 

ayC  —  3|3yD—  3aa53  —  2ayff-h  3yy®, 

aaC  —  6  a^D  -+-  6  (3(3E  =  aaS     —  6ay®  - 


6yy€. 

9 

Tres   autem  primae   aequationes  tantum   duas   dant   determinationes 


f3 


20LKViSi  2a%Vk 


quarta   et  quinta  itidem  uniclbi  determinationem   suppeditant 


d 


3  (igBB  —  Agg) 
2A« 


i:b 


2  r--  —  '^^ 

2  V  A  31  /  ' 


quae   eadem   quoque   ex  sexta   sequitur.      Statuatur   ergo 


C- 


dfifi 

2A 


/i    et  € 


2'K 


'i  , 


septima   et   octava   etiam  unicam  determinationem   involvunt 


DVA  -f-  ©/31  A»®  4-  tlfifi  —  hWK%  -f-  2fiAai 


bv»  h-  ®/a  — ; 


4A3l/Atl 

B'         ,        ®« 

lAyA 


vel 


nfi 


4«V'3I  "^  Wk 

f 

qui  valores  in  ultima  aequatione  substituti  praebent 

12  7nB 


n® 

2|/« 


2  4(AE— .aS) 


3fi«      ,     6n  fiB 


2AA 
3^ 
2  3131 


A 

671 55^ 

""31" 


VK 

l2mQ3 

V3I 
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qnare   commode  statui  licebit 

p    „ B*  .       TiBB       .  mB  [         i 


16A»       '       4AA       »       ^AV^A 


i9.      Cum   autem  sumserimus   V  —  ^^^^J^Vy^^,  ,    crit 

O   —  —  4  P  (  Ax^  +  2Bx^  -H  Cjcx  -f-  2  Dx -f-  E)  2  (2  Ay» -f-aBgx-f^Cx-f-D)  ^ 


(a-f-Px-t-7>)'  "^  (a  +  Px  -h  tJ)^ 


sive 


,x  _27>(2Ax»+3Bxx4-Cx+D'^+gfggA-(3B)x»-»-2(3aB--pC:xx-f-2(gC~3PDU-t-2C<xD--2pE) 

'^*-  (a  -t-  px  4-  yyy  ■"^  > 

p  _  '2px(2g>^-|-3g>>-|-gy-^I>)4-2(2a9l-7g)>*+2(3a8-7g)»H-g(ttg-37g))^ 

unde  investigari  oportet  integrale  forAulae  P3a:  -f-  Q3y ,  ad  quod 
si  deinceps  addatur  ^^^^^_^yyy  ,  aggregatum  quaniitati  constanti 
aequatum   exhibebit  integrale   completum   aequationis 

d  X      ,      d  y    


V\    '^   VY    —    ^  • 

Pro    illo   autem    integrali    inveniendo ,    ex    prioribus    valoribus   pro    P 
et   Q  exhibitis,    notetur  fore   separatim 

^r\^j.  2p(Ax*4-2Bx^+Cxx  +  2Dx4-E)  2(2Ax'+3Bxx+Cx+D)         p 

J  \Loy y  ^-a+  px+7>)*  Tl^^x  +  yy)  ^^  *  •  ^» 

^p;\ 2r«y*+2gy+gy>+2g)>4-g)  2(23l>«4-3g>jy  +  g>+0)         ^ 

/raT P(a4-px4-7>)»  "  p(a  +  p3C  +  7^)  »-^ -J/. 

quae  duae   expressiones    aequales    esse    debent :    quem    in  finem   po- 
natur 

P  7  ^  P7 

fietque 
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i  Py  (a  -4-  ^a?  -+-  yy)»  JXidy 


kyyxxyy 

Byyxyy 

Y  (2  Aa  —  B/3)  xxy      » 

Nyyyy 

(Aaa  —  BaP  -4-  Nf3p)  xa: 

y  (2Ba— C|3-4-  2H^)  xy 

V(2Na-.D|3)y 

(Baa— Ca(3  h-  Df3^  -f-  2Naf3)a; 

E|3p  -  Da(3  -+-  Naa 


I  f3v  (a  -+-  ^x  H-  yy)VP<^)^ 


91(3^  XX  yy 

/3  (29(a  —  ©y)  xyy 

^  (3(3x3?  y 

(Sl  aa  —  fdoty  -*-  SRyy )  //y      • 

gj  (3(3  aa; 

(3  (2S5a  -  Sy  -I-  29iy)  xy 

(fQaa  -  €ay-t-^yy-4-23fJay)y 

(3  (29?a  —  ©y)  a? 

€yy  -  ^xy-i-maa. 


20.     Hae  conditiones    cum   praeccdentibus   (f.    18.)  perfccte 
conveniunt ,    si  modo  sumatur 

N:i:^Cet3IJ=:i€. 

Dividamus  singulos  terminos  per   by,    ut  prpdeat  yalor  formulae 

i.(a  -f-  po:  H-  yyf  /Qdy. 


qui  substitutis  valoribus  ante  inventis  reperietur 


^Cyy)/x-^i^^^>'  -^ 


/  B93  «     \  /  BBg  nB  wiq  th   ^ 


/  A 


nV  in 


l6A«yAi« 


49(/Atl 

n(BT/«^g/AV 
24  A«>/A9I 


B99C  n® 

S« 

nB9 


\A9(i/Afl 


nB 


4A9I 


m(B|/g  — g>/A) 

4A«  "* 


1 

|/A9 


Sit  haec  forma  brevitatis  gratia 

S  +  yXY  


~  S ,    eritque   integrale  complctum 
Const.    seu 


S  ^  /XY  n:  Const  (B]/9C  -h  ©/A  -h  2 Aa:]/2(  h-  2S(r//A)% 
quod   etiam  hac .  forma   concinniori  exhiberi   potest 
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S  +  /XY  =  Const.  (^  +  ^  +  2a:/A  ^  2'y/a)^ 

Quare  dum  functioncs  X  et  Y  conditionibus  ante  definitis  siot 
praeditae ,  hoc  modo  habebitur  integrale  completum  aequationis 
difFerentialis  • 

^  -U  ^  —    0 
Vx  ^  VY  —    "• 

21.      Haec    investigatio    aliquanto    generalius    institui    potcsi 

tribuendo  ipsi  V  talem  valorem  /a  +  fig-f-^y-i-gj^  ^  ^^^  facilius  au- 
tem  calculi  molestias  superare  quean^us  observo ,  dummodo  varia* 
biles    X    et  y    quantitate    constante    augeantur    vel    minuantur ,    cnm 

ad  hanc   formam  .  ^^  v^  rcduci  posse :    expcdito  autem  calculo  re- 

stitutio  facile  instituetur.  Considerabo  ergo  hanc  aequationis  diffe- 
rentialis  formam 

quam  integrabilem  reddi  assumo  ope  multiplicatoris  Py^X  -4-  Qy^, 
ut  integrari  debeat  haec   formula 

Statuatur  partis  posterioris  integrale   —  2V|/XY,   fietque  ut  vidimus 
Q  =  2X(g)-HV.g.    etP=.2Y(g)+V.g. 

Sit  igitur   V  =:  ^^^^.^  ,    ideoque 
ita  ut  habearaus 


Q 


—  AXy         ,      dX 


(a  +  xyy     ^    dx  {a  +  xyy^ 


et 


p  — 4yx       .    av       1 


—    ia-^-xyy    ^    dy  (a  +  xyy  * 

Nunc   autem    effici    debet  ut    formula  Pdx  +  Q3y  integrationem   ad- 
mittat ,    hunc    in    finem   duplici   modo  ejus   integrale  oapiatur ,     dum 
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f?dx 


122 
yy 

A;x 

XX 


Multiplicando 


vel  y  Tel  x  constans  accipitur ,  sicque   obtinebimua 

_         4Y         ^         2aY yy  1 

"" yy (« + «J')         yj^^a  +  x»*         ^dj' *  a+»y 
^-v     AX 2aX ax  1     . 

quas   duas   formas   inter   se   aequaies   reddi    oportet 
crgo  per  xxyy  (a  -+-  xy^  habebimus 

4  xxX  Ca-^xy)^2axxY  —  52^  Ca^xy)^xx(a^xyfT:  y 

zzz  4  yyX  (a-Hay)  —  2  ayyX  —  ^»^  (a^a:y)-Hy y  (a^a:f//A :  a; , 
unde  fingamus 
X  zn  Aa:*  -h  2Ba:^  -h  Cara?  -f-  2Da:  ^  E,  A  :  a:  in  La:x  -+•  Mx 

Y=:  %*-f-2J55y^H-€yy-H2JDy-4-€,  Tiy  zzityy^lSty 

xA  fiat  l^  =  4  Ax^  +  6  Bxx  4-  2  Ca:  -4-  2  D     et 

O  X 


N, 


|^=:4%3  4-683sw+2€y+2©. 


Hinc  nostrae  expresslones  induent  has  formas 


xxyy  (g  +  J?y)'/Q3y 

Ma:'y* . 

2  Bar*y* 

Najjyj/* 

2  (C  H-  oL)  «'y' 

2  aAar*j/* 

2  (3  D  -f-  aM)  a7a:y* 

2aBx'y* 

aa  Itxx  yy 

2  (2  E  -h  aN)  ipy' 

Q  x^y 

(2  aD  -f-  aaM)  xyy 

0  xxy 

(2  aE  -|-.  oaN)  yy 

0  070? 


I     a?J?yy  ia  -^xt/ff?dx 


£x*y* 

2i8a;'y* 

?Ola?*y* 

2  aS(a?a:y* 

2  (€  -h  ag)  x3 1/« 

9^a:*y« 

2al!2^o?y^ 

2(3S)-|-a2)l)a:»j/* 

aa£a:a:yy 
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0  xy^ 
2(2€ 
Oxyy 
(2aJD 

(2ae 


a9i)a;'y 
oaSW)  xxy 


aafli.)  XX. 
6^ 
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22.     Harum   fofmarum  fioaequatio   suppeditat   sequentes    de 
terminationes 

e=L,  M  =  2©,  «01  =  2B,  N=— 2rtS(,  SJJz:  — 2oA, 
^  — C,  D=— aS3,  JD  =  — aB,  E  ==  aa9t,   (£  =:  aaA, 

ita  ut  habeatur  haec  aequatio  differentialis 


i/(Aa?*  -f-  2Ba?3  -|-C»a;  -)-  2Da;  -kE) 

dy  ^ 

/(^y*  — vy'-^CS^-2aB£/-HaaA) 

CUJU8  integrale  completum  est 
2Bxxy—^xyy—2aAxx——yy-^2Cxy'^2aBa:  ^2Dy^  2/XY  _ 


(a  +  :c^* 


nConst. 


Hic    observo   si    ponamus  y  ~  — -  ,    prodire^  aequationem    initio  al- 
latam 

-  dx  I  dz  ._  Q 

•  (A«*  +  2B«*  +  Cx*+iDx+E)  ^  V  (Aa*  +  2B»«  +-  €»»+  20»  +E)  —      ' 


cujus  propterea  integrale  nunc  etiam  per  principia  integrationis 
maxime  naturalia  assignari  potest,  cum  antea  methodo  admodum 
indirecta  eo  fuissem  deductus.     Integrale  quippe  est 

Aararzz  ^  Ba?z  (o:  H- «)  H- C  j:z -4- D  (a: -f- z) +•  E -H  G  (^ -- z)* -Zi: 
|/  (Aa;*^  2Ba:^+^  Ca?a?-H2Da;H-E)(Az*-+-2  Bz^H-Czz-H2Dz-h  E), 

quae  ab  irrationalitate  liberata  induit  hanc  formam 

GG  (a:  — «)^  h-  2G[Axxzz  -h  Barz  (ar  h-  z)  -f-  Ca?z  -+-  D(a:H-z)-H  E] 
H-  (BB  —  AC)a?a»«  ~  2ADa;z(a7  h-z)  —.AE(a?H-  s>^—  2BDxs 
—  2*BE(aj-Hi?)H-DD  —  CE  =  0  , 

quae  aequatio  in  hanc  formam  reducta  cum  superiori  convenit 


k. 
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(2  AG  +  BB  —  AC)  xxzz  -f-  2  (BG  —  AD)  xz  ix  -h  s) 
-h  (GG  —  AE)  (a?  -4-  zf  —  2  (2  GG  -f-  BD  —  CG)  arz 
4-  2  (DG  —  BE)  (a?  -h  z)  H-  2  EG  H-  DD  —  CE  zz:  0. 


23.     Si  nunc  scrutari  velimus,  sub  quibus  conditionibus  haec 
aequatio  differentialis  integrationem  admittat 

^* I §2 —  ft 

concipiamus  hanc  nasci  ex  illa  ponendo  z  i=: yLT.^  *    ita  ut  aequa- 
tio  integralis  futura  sit 

(2  AG  -h  BB  —  AC)  XX  (/y  -f-  gr)'      . 

-h  2  (BG  —  AD)  a?(/y  ^-g)  Chxy -\- kx -^-/y^- g) 

-H  (GG  —  AE)  (fery -I- Aa? -H/s/f-f- sr)* 

—  2  (2  GG  —  CG  4-  BD)  a?  C/^  H-  flr)  (Ay  +  ife) 

.-h  2  (DG  —  BE)  Chy  -h  *)  (Aary  -f-  kx  -^fyA-  g) 
-h  (2  EG  -h  DD  —  CE)  Chy  -f-  k)'  =  0. 


At  vero  coefBcientes  %  2B,  S,  ^,  €,  el  his  quantitatibus  /  g,  h, 
k,  ita  definiuntur,    ut  sit 


St  CA  —  gh)*  =  A/»  -H  2B/3/t  -I-  C/TAA  -f-  2D/A3  -f-  EA* 

S5  CA  —  gh)*  =z  2kf^g  -H  iffiZgh  -hfk)  4-  C/A(/fe  -f-  ^A) 

■+-  Dhh  (3fk  -I-  ^rA)  -f-  2  EA** 

€  (/*  -  gh)^=:6AfY  4-  6Bfg(fk-hgh)  ^C(fk~^ghf 

-i~  6Dhk  (fk -h  gh)  -h  6  Ehhkk  +  2  Cfgfik 
^(fk^  gh)*  =  2  A/gr»  4-  B  flrgf  (gh  -f-  3/*)  -j-  Cfif*  (fk  -f-  ^A) 

4- DikJfe  C/*4-  3firA)  4-  2EM' 
^(fk^  gh)^  =  Agr*  4-  2  Bg^k  +  Cggkk  -f-  2Dsr**  H-  Eit*. 

65  • 


516  EYOLUTIO    NONNULLARUM 

2  4.     Yideamus   autem  quousque    problema   in  genere   agressi 
calculum  expedire  queamus.     Sit  igitur  proposita  aequatio 
dx     ,     dy  


•X    ~^  •Y  —   ^  ' 


quae  per  P]/Y  -i-  Q]/Y   multiplicata  fiat  integrabilis ,  silque   integrale 

/(Pd^  ^-  Qdy)  -f-  ^^.x-!^^.!...^.  =  Const. 


eritque   ut  vidimus 

o  —      -Axfp+y>)        ,  dx 

—  4Y(7-4-^x)  I  dY 


(a-H|3jcV7>  +  «^apy)^       •      dj' («+ i^  +  7>  +  Jx»»  ' 

unde  coUigimus 

(Y  4-  5:»;)^  (a  4-  (ir  +  Yt/  -f-  ^xyi^/Q^y  ±:  2  (^y  ~  ^5>X 

+  [45X— (Y  +  5^)||]  (a -f.  |ir  4- vy  4^  Sxy ) 

+  (a  -h  (ir  -H  vy  -h  5^:?^)*  A  :  ^r  , 
similique  modo 

(^  4-  ^)^  (a  +  pa:  -+-  vy  -f-  5a:y)  VP^^  =  2(|3V  —  a5)  Y 

+  [45Y  —  ((3  -f.  5y)  g]  (a  ^  px  -t- Y^  -4-  5a:y) 

H-  (a  4-  |3a;  -t-  Y^  -♦-  5a:y)^  T  :  y  , 
quae  duae  formae  ad  consensum  perduci  debent,  ita  ut  prima  per 
iy -Ar^xf^  altera  vero  per  (|3 -f-5y)^  divisa  eandem  fiinctionem 
exhibeant.  Quamobrem  necesse  est  ut  prior  per  (Y  +  ^^)*»  po- 
sterior  per  (|3H-5y)*  divisionem  admittat ,  cui  ergo  requisito  ante 
omnia  est  satisfaciendum. 

26.     Evolyamns  priorem   valorem,    partibus  ab  y  pendenti. 
bus  distinguendis 

I.    2  ((3v  —  «5)  X  -f.  45(a  -h  (3ic)X  —  (a  4-  f3a?)  (Y  -I-  5a:)  ^? 

+  (a  +  f3a?)°  A  :  ar , 


11.    —  2/  (V  -H  5ar)  [45Y  -f-  (y  -^  5X)  |^  -h  2  (a  -f-  /3x)  A  :  a ], 
III.    -\~yy  (y  -f-  Sa?)'  A  : « , 


AEQUATIONUM  DIFFERENTIALIUM.  517 

quae    expressio    per    (y  -+-  5ar)'    divisibilis    esse    debet ;    cutn    ergo 
tertia  pai-s  sponte  sit  diyisibiiis  ,    pro  secunda  ponamus 

(a   -4-  f3a:)  A  :  a;  -+-   2  5X   =   (y  -+-   5:r)  R  , 

et  prima  pars  erit 

2  (|3v  —  a5)  X  -H  25  (a  -h  j3x)  X  -h  <a  -f-  |3ar)  (y  +  5x)  R 

ax 

quae   redit  ad  hanc  formam 

(V -+-5x)  [2(3X  4-(«  H-^)R  _  (a -h  ^ar)gl, 
ita  ut 

apx  4-(«  -f-p^)(R  -  M).       ' 


(a -f- |3x)  (v  4- 5ar)  g 


adhuc   divisionem    per    v+^^   admittere   debeat.     Cui' cotiditiohi 
satisfit  sumendo  « 

R  =:  I  A  :  x  -  {i:^  A' :  a: -h  (v  +  5^)  S  , 
unde  fit 

ideoque  prima  pars  erit 

(V  +  Sx)"  (I R  -  <^H5)  +  ,  («  +  p  „)  (y  +  &)•  S , 

sive 

(V  +  °^)    )  _i_PIl±**)c         (a-t-Px)(7  +  ff«)     3S 

(  +         j— o  — ^ gt di 

deinde  secunda  > 

ac  tertia 

^  (V  -f*  ^*')*  A  :  *. 
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Quocirca   formulae 

(a  -f-  pa;  +  yy  -^  ^xy)*  f<;idy 
valor  erit 


^'^  A  •  a; 


(a  +  P«)»  A //  .  j.    t     («  +  P«)  (7  +  fa)  -.  A  >y  .  j    ■ 

seu  ita  concinnius  expressus 

t(B-4-5>)a  ;*  .  (tt+|3y)(p+f>)  K/.-.    (a+Par)ra+p«+7y+yxy)  * //.  _. 

Cy+yxXP+^y)  o  ^  C74-fa^  (tt+P«+7>-«-*«>)  .  3s 
j  '^  aff  3** 

cui  alier  aequalis  fieri  debet ,    qui  est 

C7+ff*)»r.«       (q+Vy^^^V+ffx)  Tv...    .    (tt+^y^Cg-t-Pjf-H^Vy+fa^)  tv/.  .. 

— j j —  1  •  y jff i  .  y  H ^8 «     —    *■   •  y 

tf +ty)(tt+P«+yy+^«y) .  ag  . 


CP  +  gyXY  +  ^»)^ 


26.     Quodsi  jam  ponamus 

A  :  a?  zr:  55  (Aara?  -f-  2  Ba:  -4-  C)  et  S  =:  5  (Da?a:  -4-  2  Ea:  -!-  F) 
item 

r  :  y  =  55  (S(yy +- 2  55y -f- €)  et  0  =  5(S)^ -f- 2€y -l-g), 
reperientur  riostrae  expressJones  ita  evolutae 


(a  +.  f3a?  H-  yy  '+-Sxy)yQdy 


55  kxxyy 

2SSBxyy 

5  (f3A  —-  yD  +-  5E)  xxy 

SSCyy 

5  ((3E  —  aD)  ara? 

[2p5B  -t-  (|3y~a5)A  — y  yD +55F]  a?y 

(ay  A— 2  a5B -t-2  (35c — y  y  E  H-y  5F)y 

[(35f  +-  (f3y  —  a5)  E  —  ayD]  a? 

etaA—  2a|3B  +  (3(3C  ~  ayE-+-  ^yF 


.  (a  -4-  |3a?-*.yy  -i-5a?y)VP3a? 

-»-  55Sla?a;^ 

+  5(ySl  —  f3JD  H-  5(5)  scyy 

-*- 2  55  iBa?a?y 

-f-5(y€— aS))yy 

-*-  55  €a?a? 

+-  [2  v5»+(f3y-a5)a-^(3p5£)+538]  x 
H-  [ydj-^  ((3y — a5)€  -  q|35))y 
-f-(af3a-2a5»+2y5€+43f3€-H  f35^) 
-I-  aa?(— 3ay^ + yy  ^i»  oe|3(E  h-  j3y? 
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unde  nonnisi  seqaentes  scx  determinationes  deducuntur 

51  =:  A  , 
55  =:  — rr—  4-  a  ^ » 


€ 

© 

€ 


Pe4-«d 

8V^B  —  77  \  —  g  yc 
o»  — P7" 


^g^B— a7A  — pgC 

—  off— P7  ' 

O * r    •         •*(««-- 07) 

his  enim  omnibus  illis  conditionibus  satisfit.  Sic  igitur  omnes  lit- 
terae  A,  B>  C,  D,  £,  F,  una  cum  a,  (3,  y,  3,  arbitrio  nostro  manent 
relictae ,  ex  quibus  deinde  coiiigitur  functio 

2X  =  55 Da:*  +  25  (STE  +  yD  —  (3A)  o:^ 

-4-  [55F  H-  4  y  5E  H-  V  V^  —  2  |35B  ~  ((3y  +  3  a5)  A.]  xx 
-I-  2  (y5F  +  yyE  —  ayA  —  2a5B)  x 
yyF  —  2  ayB  -h  (f3y  —  a5)  C. 


2  7.  Hunc  autcm  calculum  ulterius  non  prosequor  ,  cnm 
nunc  quidem  sufBciat  methodum  directam  et  rei  naturae  conformem 
aperuisse ,  quae  ad  easdem  integrationes  omnino  singulai-es ,  quas 
olim  ex  longe  aliis  principiis  erueram ,  perducat.  In  augmentum 
igitur  hujus  scientiae  plurimum  intererit  istam  oovani  methodum 
omni  studio  penitius  scrutarL  Hunc  in  finem  adhuc  observo,  aliam: 
multiplicatoris  formam  adbiberi  posse ,    cujus  ope  talis  forma 

integrabilis  reddi  queat.  Statuatur  scilicet  multiplicatar  MhP-hQ/XY, 
ut  integrabilis  esse  debeac  haec  forma 

Pdx     ,     ^^     /v      i_  P3> 


7x  ■+-.  ^^y^^  +  5?  •+•  Q^^v^  =  0. 
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I 

Fingatur  prioris  partis  infegrale  «SRj/X,  posterioris  vero  z:  2  S/Y, 
ut  intcgrale  cotnpletum  sit 

R/X  4-  S/Y  =  Const. 
et  facta  evolutione  reperitur 

p  —  ^4.2Xg?^);    P 

Q  = 


^  ^a  >) » 


Q 


f +2Y(|f); 
2(11). 


dS^ 


Cum    igitur    debeat    esse     (g~),  ~  (^) ,    manirestum    est    formulam 


^^x  4-  S^t/  integrabilem  essc  debere.  Non  autem  opus  est,  ut  ea 
algcbraicum  habeat  integrale,  sed  sufBcit  ut  integrationis  charactere 
sit  praedita. 


2  8.      Sumatur  enim 
R  = 


eritque 


a  +  Pxy  +  Vxoc^jf        ^"    ^ 


X 


Q 
p 


simulque 


2a  —  2yxxyy 
(a  4-  pxjy  -|-  yxxyy)^ 

ySK 

dxia  +  ^y^yjcxyy) 

xdY 

^>  («  +  P*>  +  yxxyy) 


et 


ita  ut  habeatur 

(a  -H  P-^:^  7+-  y^xyyf  P 


2X>j^  (P -f  27XJ^)        . 
(a  +  pxjf  +  7x«jy>)  ' 

gYxx(p+l73cy) 
(a  +  px>  +  7xx>:y)»  ' 


>ax 


g^  (ct  H-  ^  -f.  yara^s^)  —  2yyX  (^  +  2ya:j/) 


xdY 


Statuatur 


itemque 


3^  (a  -f-  pa:y  -f-  yxxyy)  —  2a:a7Y  (|3  -f-  2ya:y) 


X  =:  Aa?*H-  2Ba?3  ^  C:ra:  -f-  2Dar  -f-  E, 


Y  =  S(f/* -I- 235^3  -f-€5^  +  2©yH-S, 
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ac  duo  illi  valores  inter  se  aequandt  postulare  deprehendnntur,  ut  sit 
f3i=:0;    B  =  0;    S=:0;    Di=0    etJD=:0; 

tum  vero  ii  fient 

I.   =  —  2yCa;V'  -f-  4aAa?V  —  -lyEjjy'  -f-  ^aCxy, 
II.  zzz  —  2y^x^y^ -\- kd^pcy^  —  4y€a:^srH-  2a!lxy^ 

unde  colligitur 

€  =  €;    ^  =  :=j?i=^    seu  Sl€=:AE. 

Erit  ergo 

XrzAa;*-f-Ca;a;— ^SI;    Y  =  ?fy*  +  Cyy  -  ;?- A  ; 


Y     -^  »  —    >   i7  .        -J7J7  ,y 


•  • 


et  aequationis 


"bx  dy 


>/ (Ax*  H- Ca:a;  — - 1- «)        >/ (SJy* -h  Cyy  —  ;^  A)  "" 
integrale  completum  erit  • 

y/(Aa:*  +  Corx  ~ -^  51)  +  V (STy*  +  Cyt/  ~  -^  A) 

izi  Const.  )^  (a  4-  y^^uy)* 

2  9.  £x  his  exemplis  facile  intelligitur ,  fere  novum  adhuc 
analyseos  genus  desiderari ,  quo  hujusmodi  operationes  certo  ordioe 
institui  atque  ulterius  extendi  queant,  a  quo  quidem  scopo  adhuc 
longissime  sumus  remoti.  Interim  tamen  ea  ,  quae  hactenus  expo* 
sui  maximi  Ynomenti  esse  videntur  ,  ad  universalitatem  principii  in-^ 
tegrandi  initio  memorau  stabiliendam ,  cum  adeo  ejus  beneficio  per 
multiplicatores  idoneos  eae  integriitiones ,  quae  maxime  arduae  efr 
cognita  principia  transcendentes  erant  visae,  expediri  queant.  Mihi 
quldem  cum  primum  in  eas  incidissem ,  nulla  alia  via  eo  deducere 
videbatur  praeter  eam ,  qua  tum  eram  usus  ;  nondum  enim  anim* 
adverteram  semper,  quoties  cujuscunque  aequationijT  differeQtiaiis  in« 
tegrale  completnm  constaret/  ex  eo  'mnltiplicatorem  ,  quo*  ill«  inte- 
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grabilis  reddatur,  concludi  posse  ;  quae  conclusio,  si  kitegrale  tan- 
tum  fuisset  perticulare ,  neutiquam  valuisset.  Quamobrem  integra- 
tionum  illarum  particularium  ,  quas  olim  simul  ex  eodem  principio 
alieno  eram  consecutus ,  longe  aliter  est  ratio  comparata ,  neque 
adhuc  perspicere  licet,  quomodo  methodo  quadam  directa  et  natu- 
rali  ad  easdem  pervenlri  queat. 

3  0.  £o  magis  igitur  operae*erit  preifum ,  indolem  harum 
integrationum  particularium  accuratius  examinari ,  quod  quidem  con- 
^mplatione  casus  simplicissimi  fiet.  Hujus  igitur  aequationis  difle- 
rentialis 

dx\/(\  +  XX)  -4-  3e/  /  (1  +  yy)  4.  nydx  -\-  nxdy  —  0 

integrale  particulare  inven^ram  esse 

XX  -^  yy  -^  2xy  |/  (1  +  nn)  —  nn  , 

similiaque  integralia   innumerabilia    etiam   inveni   pro  ejusmodi    aequa- 

tionibus    differentialibus ,    quae    neque    a    logarithmis    ncque   a   circuli 

quadratura  pendent :    quare  haec  aequatio  ita   spectetur  ,    quasi   non 

per   logarithmos  integrari   posset.      Hic  igitur  primo  quaeritur ,     qua 

via   directa  hoc  integrale   particulare    ex   forma    differentiali  concludi 

queat?    deinde    quomodo    aequatio    differentialis    comparata    esse    de- 

beat ,    ut   tale   integrale    particulare    exhiberi  queat  ?     Ad    has    ergo 

quaestiones    primum    observo ,    aequationem    algebraicam    esse    inte- 

grale  completum   istius   aequationis  differentialis 

ox  I  oy  ,„^^ 


tum  vero  ex  illa  seqtu 

^  -^r  y  /(*    4-  nri)  z=.  n   /(1    +  yy)     et 
y  -\-  X  y  a    -4-  nri)  z=.  n  /  (1    -f-  xan)  , 

■  ■  •  » 

ita   ut  tam   y/ (t  r\- xx)  quam   |/.(i  4-^y)  rationaliter  per  x  ei  y 
exprimi   queat.      Cum  igitur  hinc  sit  differcntiando 
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xdx 


dy  +  dxV  (i-^nn)        .  ydy 

n  ^^    i^i  +  yy] 


dx -h  dy  V  {i -^  nn) 
n 


si  haram  formarum  mnltipla   quaecunque  ad  illam 

3?         ^         ^y        —    0 

v'(H-"1mc5  ~  Vii-^yy)  — 

addantur  ^  semper  prodire  aequationem  difTerentialem ,  cui  aequatio 
algebraica  particulariter  saltem  satisfaciat.  In  genere  ergo  hujus 
aequationis   differentialis 

dx-^Pxdx     ,    dy+Qydy Pa»  4-  Qdx  -h  (P3x  +  Qdy)  •  (1  +  nri) 


V(i  +  xx)     ^    >^(i+») 

integrale  particulare  erit 

^^  -^-  yy  -h   2xy   \/ (i    -4-  nn)   —   nn. 

Sit  jam  P  zz  2?  et  Q  ~  y^    ac  satisfiet  huic   aequationi 

ex  integrali  vero  fit 

xdx   -+.  ydy  =  —   ixdy  -f-  ydx)   |/(i    -[-  wn) , 

ita  ut  habeatur  haec   aequatio   difTerentialis 

bx  i/(l  -+  XX)  +-  3y  ]/(l  -f-  y//)  •+  nardi/  -f-  wt/Da:  —  0  , 
eui  ergo  integrale   supra  datum  particulariter  convenit. 

3 1  •     Transferamus  Jam   haec    ad   casus    latius    patentes ,    ex 
postquam   hujus  aequationis 

.if    o-  ^  0 

1/x    "^  yy  : —   " 

inventum    fuerit    integrale    completum ,    quod    sit    W  nz  Const.    note- 

tur  hinc  semper  utrumque  valorem  radicalem  ]/x  et  y^Y  per  func- 

tiones  rationales  ipsarum  o:  et  ^  definiri.      Sit  ergo 

]/x  =  R  ct  i/Y  =  s:, 

ideoque 


'2^R      ct 


•  «■ 


2dS. 


0 


^- ..      • 


•  -  ■  »■ 


•  '■ 


^    • 
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Sit  jam  P  functio    ipsius  o?  ct  Q  ipsius  y^    hincquc    conflatur    ista 
aequatio 


dx  -h  pax     ,     dy 


QdY 


•Y 


2VM  —  2Q5S  zz  0, 


cui  aequatio  algebraica  W  znz  Const.  certe  particulariter  satisfacit  • 
Hinc  si  P  et  Q  ita  accipiantur,  ut  formul.a  P3R  +  Q^S  integratio- 
nem  admittat,  cujus  integrale  sit  z:  V,    orietur  aequatio  transcendens 


/ 


dx  -4-  pax 


-h/^ 


Q3Y 


Vy 


2V  =:Const. 


•X 

cui  aequationi  W  —  Const.  seu  valoribus  inde  deductis ,  }/X  zr  R 
vei  )/Y  iz:  S  particulariter  satisfacit .  Tale  crgo  ratiocinium  viam 
ad  hujusmodi  integrationes  particulares  alioquln  inventu  difficillimas 
patefacere  videtur. 


\ 


.  •» 


Catculiui  ynteqraiij  Tom 


AF^' 


H 
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